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Vorrede. 



Wir übergeben hiermit dem gelehrten Publikum 
das erste Heft unseres Jahrbuchs. Nicht weil wir uns 
für die Fähigsten zur Herausgabe desselben hielten, 
sondern weil wir selbst häufig den Mangel eines solchen 
empfunden, haben wir die Bearbeitung unternommen. 

Das Ziel, das uns vorschwebte, war einerseits: 
Demjenigen, der nicht in der Lage ist, alle auf dem 
umfangreichen Gebiete der Mathematik vorkommenden 
Erscheinungen selbstständig zu verfolgen, ein Mittel zu 
geben, sich wenigstens einen allgemeinen Ueberblick 
über das Fortschreiten der Wissenschaft zu verschaffen; 
andrerseits: dem gelehrten Forscher seine Arbeit bei 
Auffindung des bereits Bekannten zu erleichtern. 

Als Muster bei EiTcichung dieses doppelten Zieles 
dienten uns die von der hiesigen physikalischen Ge- 
sellschaft herausgegebenen Fortschritte der Physik. Ein- 
^elne Abweichungen waren durch das Wesen der beiden 
Wissenschaften geboten. 

Dass wir unser Ziel in diesem Bande noch keines- 
\<regs erreicht, dass im Gegentheile noch manche Aen- 
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II Vorrede. 

derung und Besserung für die Zukunft nothwendig sein 
dürfte, dessen sind wir uns wohl bewusst, hoffen indess 
mit Zuversicht, dass es uns mit der Zeit gelingen wird, 
die vielen Schwierigkeiten, die sich unserer Arbeit von 
Anfang an entgegenstellten, zu überwinden. 

Ein grosser Uebelstand, das verkennen wir nicht, ist 
das diesmalige späte Erscheinen. Trotzdem jedoch die 
Arbeit bereits zu Anfang des vorigen Jahres begonnen 
wurde, war es nicht möglich, das Erscheinen früher zu 
bewerkstelligen. Neben der langen Zeit, welche die 
Herbeischaffung des Materials in Anspruch nahm, führte 
auch der Krieg Zögerungen herbei, da einzelne der 
Herren Referenten zu den Fahnen einberufen wurden. 
Wir geben daher diesen Jahrgang nicht, wie ursprünglich 
beabsichtigt war, als vollen Band, sondern heftweise her- 
aus, der Art, dass das zweite Heft die Geometrie, das 
dritte die angewandte Mathematik enthalten wird. Diesem 
Uebelstande des späten Erscheinens hoffen wir für die 
Zukunft erfolgreich abzuhelfen. Zunächst werden wir 
die Jahrgänge 1869 und 1870 in einen Band zusammen- 
fassen. Es scheint dies wegen der geringeren Zahl der 
Arbeiten im Jahre 1870 nicht ungerechtfertigt zu sein. 
Die Vorarbeiten zu diesem zweiten Bande sind auch bereits 
soweit gediehen, dass unmittelbar nach Vollendung des 
vorliegenden mit dem Druck des zweiten begonnen werden 
kann. Um das Erscheinen jedoch in der wünsch ens- 
werthen Weise ausführen zu können, dass bereits in der 
Mitte jedes Jahres der vorhergehende Jahrggang abge- 
schlossen werden kann, ist eine Aenderung in der dies 
Mal befolgten Art der Zusammenstellung erforderlich. 
Die Hefte werden daher in Zukunft nicht den Gegen- 
ständen , sondern der Zeit nach begrenzt werden ; dem 
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III 



üebelstande der dadurch bedingten geringeren üeber- 
sichtlichkeit gedenken wir durch sorgfaltige systematisch 
geordnete Register entgegenzutreten. 

Auf absolute Vollständigkeit können wir dies Mal 
noch keinen Anspruch erheben. Trotz aller Bemühun- 
gen ist es uns nicht gelungen, alle Journale, Abhand- 
lungen, Berichte und selbstständigen Werke mathemati- 
schen Inhalts in das Bereich unserer Arbeit zu ziehen. 
Doch glauben wir, wenigstens nichts Wesentliches tiber- 
sehen zu haben. Wo es doch geschehen sein sollte, er- 
bitten wir uns gefällige Notizen. Wir werden dieselben 
nach Möglichkeit zur Vervollständigung benutzen. Unsere 
Arbeit ist eben eine solche, die nur durch allgemeine Theü- 
nahme, gewissermassen nur dadurch, dass Jeder an seinem 
Theile hilft, dem vorgesteckten Ziele zugeführt werden 
kann. Um diesem Mangel, wenigstens so viel an uns 
liegt, abzuhelfen, haben wir uns mit Gelehrten des Aus- 
landes in Verbindung gesetzt, welche die uns unzugäng- 
liche Litteratur ihres Landes zu bearbeiten sich gütigst 
bereit erklärt haben. 

Dadurch, wie durch eine grössere Zahl von Mitar- 
beitern, hoflfen wir, wird sich auch das alleinige Anführen 
von Titeln an Stelle von Referaten vermeiden lassen. 
Dies Mal war es in Folge der oben besprochenen Schwierig- 
keit noch nicht zu umgehen. 

Was die Einordnung der Referate — die Verant- 
wortlichkeit für den Inhalt tragen die Herren Referen- 
ten — in die einzelnen Abschnitte und Capitel betrifft, 
so dürfte auch diese trotz gewissenhaftester Berathung 
mit den Herren Bearbeitern noch mancher Verbesserung 
bedürfen. Wir bitten in dieser Beziehung um gütige 
Rathschläge. Eine Arbeit von Jacobi (S. 65) ist durch 
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Versehen leider an eine unrichtige Stelle gerathen, Sie 
stände wohl richtiger Capitel 2 Abschnitt III. 

Indem wir hiermit das erste Heft den geehrten 
Herren Mathematikern übergeben, können wir nur die 
Bitte um milde Beurtheilung und gütige allseitige Un- 
terstützung unsers wahrUch nicht leichten Unterneh- 
mens mit Rath und-That hinzufügen. Je allgemeiner 
uns diese Unterstützung zu Theil wird, desto mehr dürfen 
wir hoffen, zur Förderung der Mathematik und gründ- 
licher mathematischer Studien auch durch unsere Arbeit 
beizutragen. 

Wir können nicht schliessen, ohne der bereitwilligen 
Güte zu gedenken, mit welcher uns die Herren Borchardt, 
Kronecker und Weierstrass durch ihren ßath unterstützt 
haben. Sie haben uns dadurch zu dem herzlichsten 
Danke verpflichtet. 

Berlin, im Februar 1871. 
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Erster Abschnitt 
Geschichte und Philosophie, 

Capitel 1. 
Geschichte. 

J. M. Wilson. Euclide come testo di geometria elemen- 
tare. Battaglini ö. VI. 361-368. 

Der Verfasser erwähnt im Eingang, dass Euclid's Elemente, 
die vor mehr als 2000 Jahren geschrieben, fast durchweg in Eng- 
land gelehrt werden und für die einzige Grundlage der bekann- . 
ten Geometrie gelten, — wogegen in jedem andern Zweige der 
Mathematik mit dem Fortschreiten der Wissenschaft auch bes- 
sere Elementarbücher geschrieben und angewandt werden. Er 
erklärt dies flir einen Mangel und weis't auf das Beispiel ande- 
rer Nationen hin, die nicht in derselben Weise, wie die Englän- 
der, an Euclid festhalten. Hierauf bespricht der Verfasser zwei 
Puncte, in denen Euclid's Elemente ihm besonders mangelhaft 
erscheinen. Erstens ist der Standpunct des ganzen Buches im 
Gegensatz gegen die wahre Wissenschaft, insofern Alles mehr 
aus conventionellen Gesetzen (wie etwa Spielregeln) als aus den 
nothwendigen und unveränderlichen Denkgesetzen gefolgert wird. 
Zweitens giebt Euclid nicht zu denken. Es ist also eine Reform 
nöthig, wie die von Jussieu in der Botanik, und Euclid's Ele- 
mente als Lehrbuch zu verbannen. Mz. 

WiLKiNSON. On some points in the restoration of 

Euclide's Porism. Proc. of Manch. Vll. 68-72. 

Herr Ghasles hatte in seinem Werke: „Apercu historique, 
Bruxelles 1837^ und in „Les trois livres de porismes d'Euclide, 
Paris 1860" behauptet, dass er zuerst auf die Natur der von 

Fortschr. d. Math. I. 1 
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Diophant citirten Porismen aufmerksam gemacht hätte. Herr 
Wilkinson vindicirt die Priorität dieser Entdeckung Herrn Char- 
les Wildbore auf Grund eines Briefes desselben an Herrn Law- 
son vom 18. August 1775. * O. 

Marianini. Settanta cinque porismi tratti quasi tutti delF 
opera del Chasles intitolata „Les trois livres de po- 
rismes d'Euclide" e dimostrati la maggior parte con 
metodo che dietro carte considerazioni, sembra pro- 
babile essere stato usato da Euclide. Mem. di Modena. 

(2) IL 

Gr. Spezi. Nicomachi Geraseni Pythagorei Introductiones 
Arithmeticae libri IL Recensuit R. Hache. Boncom- 

pagni Bull. I. 57-62. 

Anzeige der bei Teubner 1866 erschienenen neuen Ausgabe 
der Arithmetik des bekannten Mathematikers Nicomachus aus 6e- 
rasa, welche Hrn. Spezi Gelegenheit bietet, einmal, auch hier, 
wie er es nach eigener Angabe auch sonst thut, auf das Geschick 
der Alten ihren Gedankenreichthum in wenig umfangreichen 
Schriften zusammenzudrängen und auf ihre Kunst der Darstel- 
lung hinzuweisen, zwei Eigenschaften, die der modernen Zeit 
abhanden gekommen, — sodann, sich gegen die Art und Weise 
zu erklären, wie neuere deutsche Philologen die Texte der Alten 
bearbeiteten. Mr. 

G. Friedlein. De Notis numerorum Romanis. Boncompagni 

Bull I. 48-50. 

Die Zahlen in Plinius' Naturgeschichte haben den Heraus- 
gebern und Erklärend viel zu schaffen gemacht, einmal, weil Zah- 
len" an und für sich leicht der Verderbniss durch eine Unacht- 
samkeit des Schreibers ausgesetzt sind, dann aber, weil uns die 
Methode der Bömer nicht überliefert ist, grössere Zahlen als 
einige Tausende zu schreiben. Denn dann hätten ihre M in ei- 
ner schwer zu übersehenden Anzahl an einander gereiht werden 
müssen. Sie mussten daher darauf ausgehen, eine solche lange 
Beihe in ein leicht fassliches Zahlenbild zusammenzufassen. Da- 
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her unterschieden sie die Hunderttausende und Tausende, zähl- 
ten jede dieser Gruppen für sich und machten sie durch Zeichen 
kenntlich. |xxin| hiess 2 300000, xvli 17000, also 2 317508 
warde geschrieben | xxill| XVII DVIII. 

Nun finden sich aber bei Plinius auch Zahlen aus 2 Grup- 
pen bestehend, bei welchen obige Begel, wie der' Zusammenhang 
lehrt, unmögliche Zahlen ergeben würde. 

Für diese hat Herr Martin in „Tortolini Ann. V. 295" eine 
Erklärung gegeben, welche die Schwierigkeiten hebt. Die erste 
Gruppe bedeutet Tausende, wenn Hunderte nachfolgen; dagegen 
nur Hunderte, wenn keine Hunderte in der zweiten Gruppe ent- 
halten sind. 

Herr Friedlein erkennt die Nothwendigkeit dieser Erklärung 
für die Interpretation des Plinius an, macht aber darauf aufmerk- 
sam, dass diese Art die Zahlen zu schreiben unmöglich von Pli- 
nins herrühren könne, der nicht von der gewöhnlichen Begel ab- 
gewichen sein werde, ohne wenigstens seine Leser darauf hinzu- 
weisen. Es sei dieses Verfahren daher wohl für die Erfindung 
eines Abschreibers zu halten. 

Weitere Bemerkungen sind gegen Herrn M. Cantor gerichtet, 
welcher die Bedeutung der Gruppen von ihrer Stellung abhängig 
macht, während das hinzugefügte Zeichen nach d. V. allein den 
veränderten Werth bezeichnet. HeiT Cantor hat sich auf eine Stelle 
des Julius Sextus Africanus gestützt, um nachzuweisen, dass die 
Alten durch die Stellen die Bedeutung der Ziff'ern verändert 
hätten. Die Stelle bezieht sich aber auf eine Bezeichnung der 
Buchstaben für eine Art nächtlicher Telegraphie bei den Grie- 
chen, nicht auf Schreibung von Zahlen; ein Analogen zu unseren 
Stellen dürfte aber doch in jener Telegrapheneinrichtung anzu- 
erkennen sein. Mr. 

G. Friedlein. Beiträge zur Geschichte der Mathematik. 

Pr. d. St-A. Hof 1868. 

Das vorliegende Programm ist ein Theil einer grösseren Ar- 
beit ^ welche später unter dem Titel: „Die Zahlzeichen und das 
elementare Rechnen der Griechen und Römer und des christlichen 
Abendlandes vom 7. bis 13. Jahrhundert. Mit 11 Tafeln" bei 

1* . 
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Deichert in Erlangen 1869 erschienen ist. In dem vorliegenden 
Theile werden die Darstellungsarten der Zahlen bei den Griechen 
und zum Theil auch die bei den Römern vorkommenden bespro- 
chen. Ausgehend von der einfachsten und allgemeinsten Dar- 
stellungsmethode der Zahlen, welche durch Hinzufügen gleicher 
Gegenstände die kleinen Zahlbegriflfe liefert, zeigt die Unter- 
suchung, wie die Nothwendigkeit der Darstellung grösserer Zah- 
len die Griechen zu Vereinfachungen führte. Als solche werden 
genannt und ausflihrlich besprochen: die Anwendung von Rechen- 
instrumenten, die Verwendung bestimmter Biegungen und Stel- 
lungen der Finger, der Gebrauch zusammenfassender Zeichen, 
die Benutzung der Buchstaben als Zahlzeichen. Namentlich wird 
der letzte Punkt ausführlich erörtert und besonders hervorgeho- 
ben, dass sich nirgends in griechischen Schriften eine Spur vom 
Gebrauche der Null, nirgends besondere, nicht von Buchstaben 
ableitbare, Ziffern finden. Erst um das 14. Jahrhundert lernten 
die Griechen im byzantinischen Reiche die Zahlzeichen der Ara- 
ber als indische Ziffern kennen. 

Bei den Römern finden wir auch Belege für die einfachste 
Darstellung der Zahlen durch Hinzufügen desselben Zeichens, 
aber von den Arten der Vereinfachungen, die bei den Grie- 
chen vorkamen, finden sich nur deren drei wieder angewandt; 
es fehlt nämlich die Verwendung der Buchstaben^ wenigstens ist 
sie nicht sicher festzustellen, da sich zu wenig Spuren einer 
solchen Verwendung finden. Das Recheninstrument der Römer 
ist uns dagegen bekannt, sogar bekannter als das griechische. 
Die vorkommenden Arten und ihre Anwendung werden bespro- 
chen. Hier bricht die Arbeit ab. T. 

L. Am. Sedillot. De rastronomie et des math^matiques 
chez las Chinois. Lettre ä D. B. Boncompagni. 

Boncompagni Bull. I. 161-166. 

Hr. Sedillot protestirt in diesem Briefe sehr energisch gegen 
die vortheilhafte Ansicht von den mathematischen und astrono- 
mischen Kenntnissen der Chinesen, welche in einem Aufsatze im 
Journal des arts et des Industries von Florenz aufgestellt worden 
ist. Er zeigt durch Citation einer Reihe von Thatsachen aus 
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seinem grösseren Werke ,,Matöriaux pour servir ä rhistoire eom- 
par^e des sciences math^matiques chez les Grecs et les Orien- 
tanx^, dass säromtliche bei den GhineseD angetroffenen wissen- 
schaftlichen Kenntnisse ausserchinesischen Ursprunges sind und 
seitens der Chinesen nicht die geringste selbständige Fortbildung 
erfahren haben, und schliesst mit dem Urtheilsspruch : Tastro- 
nomie et les math^matiques ne doivent rien, en fait de d6cou- 
vertes, aux peuplades russes, indiennes ou chinoises. B. 

L. Am. Sedillot. De l'^cole de Bagdad et des travaux 
scientifiques des Arabes. Lettre a M. D. B. Boncom- 

pagni. Boncompagni Bull. I. 217-222. 

Herr SMillot beklagt sich, dass in dem Werke des Herrn 
Guignant über die neuesten Fortschritte auf dem Gebiete der 
Geschichte der Wissenschaften der von ihm und andern Gelehr- 
ten angestellten Forschungen über die arabische Schule von 
Bagdad keine Erwähnung geschehen. Er verbindet damit ein 
kurzes Räsum6 über das, was diese Schule auf dem Gebiete der 
Mathematik, Astronomie und mathematischen Geographie geleistet 
hat. 0. 

L. Am. Sedillot. De la d^termination de la troisi^me 
in^galit^ lunaire ou Variation par Aboul-W^fä et 
Tycho Brah^. C. R. LXVL 286. 

E. MaILLY. L'Espagne scientifique. Notices extraites de Tan- 
nuaire de rObservatoire R. d. Brux. 1868. Grunert Arch. XLVIIL 376. 

Neben einem Abriss der Geschichte der Mathematik, Physik 
und Astronomie in Spanien von den Arabern an, enthält die Ar- 
beit historische Notizen über die Sternwarten und über die spa- 
nische Akademie der Wissenschaften. An der erst citirten Quelle 
finden sich zugleich Nachrichten über spanische Universitäten. 

0. 

Maximilian CüRTZE. Ueber die Handschrift R. 4« -2. 

„Problematam Euclidis explicatio'' der köoigl. Gymnasialbiblio- 
thek zu Thorn. Schlömüch Z. XIII. Suppl. 45-104. 

Genauere Analyse des Inhalts der schon in einer Provincial- 
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Zeitschrift, dann in Grunert Arch. XLIV. angezeigten Handschrift 
aus dem ^IV. Jahrhundert. 

Die Handschrift enthält 13 Stücke: 

1) Euclidis über de visu (lat. üebers. der Optik des Euklid.) 
von Herrn Gurtze zuerst fälschlich für eine bisher unbe- 
kannte Perspective Bradwardins gehalten. 

2) Utrum visio corporis que fit per radiorum reflexionem et 
refractionem possit esse equalis visioni que fit per rectam 
radiorum radiationem. Verf. unbekannt. 

3) Joannis Peckkarni Archiepiscopi Cantuariensis Perspective 
communis libri tres. 

4) Postrema duo Theoremata libri de Speculis Euclidis. 

5) Carastonis über editus a Thebith filio Thore. 

6) Verba filiorum Moysi filii Schyr. i Marmeti. Hameli. Hasen. 
(Behandelt die Messung von Flächen und Körpern, nament- 
lich des Kreises und der Kugel.) 

7) Demonstratio magistri Campani de figura sectore. 

8) Algorismus proportionum magistri Nicolay Orem (i. e. Oreme). 

9) Theorica motus longitudinum Septem planetarum. 

10) Geometria Bradwardini. 

11) Tractatus de continuo Bradwardini. 

12) Liber de ponderibus Jordani Nemorarii. 

13) De latitudine formarum magistri Nicholai Hören (i. e. Orgme). 
Von diesen StUcken waren schon früher, theilweise bereits 

im 15. und 16. Jahrhundert, gedruckt No. 1, 3, 4, 7, 12, 13; 1, 4 
und 12 weichen jedoch in eigenthümlicher Weise von bekannten 
Drucken ab, während die andern im wesentlichen mit bekannten 
Ausgaben übereinstimmen. Der Druck von No. 13 (aus dem 
Jahre 1505) ist selten, und da es wichtig ist, weil es die Anfänge 
eines Coordinatensystems enthält und die Veränderung der Form 
als eine Function von Länge und Breite (so nennt er Abscisse 
und Ordinate) auffasst, wird der Inhalt von Herni Curtze ausführ- 
licher besprochen. Eesultate dieser Idee treten hier aber nicht 
weiter hervor. 

No. 8 ist erst von Herrn Curtze zum 300jährigen Jubiläum 
des Thorner Gymnasiums gedruckt worden (Berlin 1868, bei 
Calvary), Geschichtsschreibern der Mathematik war es in den 
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HandBchriften bekannt; es ist neben dem oben besprochenen 
No. 13 das wichtigste Stück der ganzen Handschriften. Es enthält 
nämlich die Lehre von der Rechnung mit Potenzen mit gebrocbe* 
nen Exponenten, deren erste Anwendung bisher auf den späteren 
Vieta zurückgeführt wurde (OrSme f 1382. Juli 11). Nur in Bruch* 
stücken waren bekannt 5 und 6. Ersteres Werkchen von Stein- 
schneider in Tortolini Ann. V. ausführlich behandelt, wird voll- 
ständig mitgetheilt. Caraston ist eine arabische Ableitung von 
x€iQ und heist Handwage; das Buch handelt von der Art Hand- 
wage, die wir schwedische Schnellwage nennen. 

Von No. 6 (auch verba trium fratrum genannt und in der 
Geschichte der Geometrie von Bedeutung) finden sich die bisher 
veröffentlichten Stücke nicht in der Handschrift, was wohl darauf 
beruht, dass, wie die Yergleichung mit einem Basler Codex 
ergiebt (F. II. 33), die Handschrift nur 6 von den 19 Sätzen ent- 
hält, aus denen das ganze Werk besteht. 

Noch nicht gedruckt waren No. 2, 9 und 11. No. 2 ist eine 
eigenthümliche Discussion katoptrischer und dioptrischer Sätze 
in der Art, dass die letzte Abtheilung die Ausstellungen der vor- 
hergehenden vier umstösst. . — Der Verfasser ist unbekannt; es 
ist frühestens aus dem Anfang des XIII. Jahrhunderts, wie sich 
aus einigen Citaten ergiebt. No. 9 ist nicht von besonderem Werth 
aber nicht ohne Interesse dadurch, dass es nach den (allerdings 
kaum verständlichen) Anfangs- und Schlussworten scheint, als ob 
1 — 9 der Handschrift ein systematisch geordnetes Ganzes bilden 
sollten, so dass die optischen, geometrischen und arithmetischen 
Lehrsätze von 1—8 nur Vorbereitung zu 9 wären. — Herr Curtze 
hat hieraus geschlossen, dass der Verfasser von 9 überhaupt der 
Schreiber der Handschrift sei, was aber nur richtig ist, wenn der 
Codex Original ist. No. 11 war bisher gänzlich unbekannt ^ hat 
aber keine hervorragende Bedeutung. Es handelt über die Zu- 
sammensetzung des Stetigen und gipfelt in dem Satze: omnes 
scientias veras esse, ubi non supponitur, continuum ex indivisi- 
bilibus componi. 

Zum Schluss folgen noch Notizen über eine andere Hand- 
schrift derselben Bibliothek K fol. 23, welche 1) eine Darstellung 
des decadischen Zahlensystems ohne Anwendung der ent- 
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hält, 2) Prognostica ftir die Zeichen des Zodiaker, und 3) ein 
Calendarium für 1328, darin quatuor cicii premacionis lune, gol- 
dene Zahl, Wochenbuchstaben, Tageslänge und Sonnenhöhe, — 
endlich ein Yerzeichniss der mathematischen Handschriften, welche 
die Thorner Gymnasialbibliothek (gegründet 1594) ehemals besass, 
bis sie ihr 1729 bei den so blutig endenden Unruhen abhan- 
den kamen. Mr. 

CrRTZE. Der Algorithmus proportionum d. Nicol. Oresme, 

zum ersten Male nach der Lesart der Handschrift B. 4*. 2 der königl. 
Gymn.-Bibl. zu Thorn. Berlin, Calvary, 1868. (Siehe S. 6 unten.) 

A. Marke. Mani^re de compter des anciens avec les 
doigts des mains, d'apr^s un petit poeme inedit arabe, 
de Chems-Eddin el Massoul et le Tratado de Mathe- 
maticas de Juan Perez de Moya, iitiprim^ ä Alcala 

de Henares, en 1573. Boncompagni Bull. I. 309-318. 

Uebersetzungen 1) eines kleinen arabischen Gedichtes aus 
einer Handschrift der kaiserlichen Bibliothek in Paris (Supple- 
ment arabe No. 1912) über die Art und Weise die Zahlen durch 
Bewegungen der Finger auszudrücken, — 2) eines Abschnittes 
aus dem Tratado de Mathematicas von J. Perez de Moya, wel- 
cher das Verfahren der alten Völker in derselben Beziehung 
auseinandersetzt. Die Araber bezeichneten die Zahlen bis 99 
mit der linken Hand, durch dieselben Bewegungen der rech- 
ten das Hundertfache, 10000 wird wieder mit der linken bezeich- 
net; weiter geht das arabische Gedicht nicht. — Die alten Völ- 
ker nahmen noch andere Theile des Körpers zu Hülfe und hat- 
ten auch andere Bewegungen als die Araber. Die spanischen 
Mathematiker leiten dieses Verfahren von den Aegyptern her, 
welche keine Freunde von viel Worten gewesen seien. — Herr 
Boncompagni hat die Citate, die in dem spanischen Werke an- 
gefahrt werden, aufgesucht und vervollständigt, zugleich auch die 
Literatur angegeben, welche über jene Art und Weise der Alten, 
die Zahlen zu bezeichnen, vorhanden ist. Mr. 
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E. Ritter. Introduction ä l'art analytique pär Fran^ois 

Vifete. Boncompagni Bull. I. 223-244. 

Das Buch, dessen Uebersetzung vorliegt, bildet den ersten 
Theü von Vieta's „wiederhergestellter mathematischer Analysis". 
Es giebt einen üeberblick über die Mathematik der zweiten Hälfte 
des 16. Jahrhunderts, ihre Zeichen und Sprechweise, ihre Be- 
griffe und Ausdehnung. Den Hauptinhalt bildet das von Vieta 
sogenannte „Gesetz der Homogeneität", d. h. die Regel über die 
Behandlung von Aggregaten, deren Glieder verschiedene Poten- 
zen enthalten. — Die unter dem Texte befindlichen Anmerkun- 
gen sind mit einer Ausnahme geschichtlichen oder sprachlichen 
Inhalts; jene einzige mathematische Anmerkung S. 244(2) ist 
unrichtig. No. 

E. EiTTEK. Premiere sörie de notes sur la logistique 

sp^cieuse. Boncompagni Bull. I. 245. 

Wir würden diese Anmerkungen „Formelsammlung" nen- 
nen. Nur sind die Formeln wegen des noch unausgebildeten 
Zeichengebrauches in Worten ausgedrückt, also ziemlich weitläufig. 
Man findet unter ihnen die Formeln über die Potenzen eines Bi- 
noms, Sätze über geometrische Reihen, den allgemeinen pytha- 
goreischen Lehrsatz, sogar schon (S. 271) die Entwickelung von 
sinmx und Qosmx nach Potenzen von sina; und cosa;^ freilich 
nur in geometrischer Form. No. 

VoKSTEBMAN V. OiJEN. Notice suF Ludolphe van Colen. 

Boncompagni Bull. I. 141-157. 

Einige Details aus dem Leben Ludolf van Geulens, denen 
eine Analyse seiner beiden Hauptschriften (de Arithmetische en 
Geometrische fondamenten, Leyden 1595 und van den circkel, 
Leyden 1597) folgt. Jene sind, wenn auch nicht ganz neu, 
aus Ludolfs eigenen und anderen bekannten Schriften von 
Zeitgenossen geschöpft — doch wenig bekannt und betreffen 
seine Beziehungen zu andern Mathematikern und Gelehrten sei- 
ner Zeit: Gondaen, Simon van der Eycke (a Querca) und na- 
mentlich zu Scaliger, gegen den er die archimedische Berech- 
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nung der Zahl n durch seinen Freund Adrian van Roomen (Ro- 
mauus; Ludolf selbst verstand nicht Latein genug) in Schutz 
nehmen liess. Die Analyse der oben angeführten Schriften giebt 
eine Uebersicht über Ludolph's mathematischen Standpunkt; auf- 
fallend ist, dass er sich der französischen Methode, die Zahlen 
zu lesen, noch nicht bediente und anstatt die Ausdrücke Million, 
Billion eto, zu gebrauchen, noch das Wort Tausend sehr oft wie- 
derholen musste. In der Geometrie sieht man mit Interesse, dass 
Aufgaben wie: ein Dreieck von einem Punkte ausserhalb in 
einem gegebenen Verhältniss zu theilen, oder: ein Kreis- Viefeck 
aus den 4 Seiten zu construiren und ähnliche ihm und seinen 
Zeitgenossen noch Schwierigkeiten machten. Bekanntlich gaben 
sich die Mathematiker jener Zeit fortwährend gegenseitig geome- 
trische Aufgaben, wozu sie den Hauptanstoss, wie sich auch aus 
dem von Herrn Yorsterman van Oijen Mitgetheilten ergiebt, aus 
der praktischen Feldmesskunst erhielten. Mr. 

G. Neumüller. Elemente der praktischen Arithmetik 

von D. Nicolaus Medier. Weissenfels 1564. Pr. d. h. B. Naum- 
burg 1868. 

Die Einleitung und den Schluss bilden kurze biographische 
Notizen über Medier, in denen das Verhältniss Mediers zu Me- 
lanchthon und namentlich die Bemühung des letzteren, dem ma- 
thematischen Unterrichte in den Schulen eine grössere Geltung 
zu verschaffen, ausführlicher erörtert wird. Die praktische Arith- 
metik von Medier ist wohl als ein Werk anzusehen, das diesem 
Streben Rechnung tragen sollte. Der erste Theil derselben hat 
dem Herrn Verfasser in einer Ausgabe vorgelegen, die später, 
im Jahre 1564, von Laurentius Codomanus veranstaltet ist. Die 
Methode, welche in dem Werke befolgt wird, ist anerkennens- 
werth, weil sie zeigt, dass Medier bemüht gewesen, einen geord- 
neten Lehrgang, vom Leichteren zum Schwereren fortschreitend, 
einzuführen. Im Uebrigen aber ist die Behandlung des Stoffes 
die im 16. Jahrhundert übliche. Regeln und Anweisungen fbr die 
verschiedenen Rechnungsoperationen finden sich ohne Angabe 
einer Begründung oder eines Beweises ihrer Richtigkeit. Die 
aufgestellten Regeln werden an zahlreichen Beispielen eingeübt. 
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Die Eintheilnng des bebandelten Stoffes ist folgende : Im er- 
sten Absebnitt befindet sieb eine Besprecbung der Gmndrecbnungs- 
arten fllr unbenannte Zablen, darauf folgt, ebne dass die Anwen- 
dung derselben auf benannte Zablen zuvor besonders gezeigt 
wäre, die Begula de tri, die umgekehrte Regula de tri, die 6e- 
sellsdiaftsrecbnung, im Anscbluss daran einige Kegeln über die 
Bechnimg mit Brttcben. Der zweite Absebnitt behandelt die 
Grondreehnungsarten mit gebrochenen Zahlen und die Begula 
falsi. Der dritte ist der Summation der arithmetischen und geo- 
metrischen Progressionen, den Verhältnissen und den Propor- 
tionen gewidmet. T. 

Ch. Fbisch. Joannis Kepleri Astronomi Opera omnia. 

Vol. VII. Prankfurt a. M. Heyder & Zimmer. 

R Peinlich. Zwei Beiträge zur Biographie M. Johann 

Kepler" S. Grunert. Arch. XLIX. 460-474 

I. Eepler's Dienstzeugniss bei seinem Abzüge aus den inner- 
österreiehisehen Erbländern 1600. ü. Versuch zur Lösung der 
Frage, in welchem Hause M. Johann Kepler zu Graz wohnte. 
Eine „Nachschrif! des Herausgebers^^ enthält einige Notizen über 
Kepler, die von demselben Verfasser im ^Jahresbericht des k. k. 
Ober-Qymn. zu Graz" 1866 veröffentlicht sind. M. 

E. Reitlinger. Johannes Kepler. Vier Bücher in drei 
Thexlen. Unter Mitwirkung von C. W. Neumann und 
dena Herausgeber C. Grüner. Erster Theii. Stuttgart 1868. 

Das erste Buch „Berufen" weist an der Jugendgeschichte 
und Entwicklung Eepler's nach, dass er berufen war und wozu 
er berufen war. Nachdem in den ersten beiden Gapiteln über 
die Ahnen Kepler's, über seine Geburt (27. December 1571) und 
seine Kindheit berichtet worden, schildert das dritte Gapitel sei- 
nen Aufenthalt in der Grammatisten- Klosterschule zu Adelberg 
und in der Klosterschule zu Maulbronn (1584-89), das vierte 
seine Studien auf der Universität Tübingen (bis 1594). Das 
ftlnfte Gapitel ist seiner Thätigkeit als Landschafts-Mathematiker 
zu Graz gewidmet, woselbst er auch einen mit Prognosticis yer< 
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sehenen Kalender herauszugeben genöthigt war. Hier stellte 
Kepler sich die Aufgabe, das Copemikanische System fester zu 
begründen und legte seine kühnen Versuche in dem „Mysterium 
cosmographicum", dem „Geheimniss des Weltbaues" nieder, des- 
sen Inhalt das sechste Gapitel gibt. Die beiden letzten Gapitel 
des ersten Buches erzählen Kepler's Heirath und seine Schicksale 
während der Protestantenverfolgung bis zu seiner Zusammenkunft 
mit Tycho bei Prag im Januar 1600. 

Die Beilagen I-XXXIII. enthalten Stammtafeln, Briefe Zeug- 
nisse und andre Urkunden. M. 

G. A. VoRSTERMAN VAN OiJEN. Eine historische Bemer- 
kung. Schlömilch Z. XIV. 22-25. 

Zu einer Bemerkung des Herrn Baltzer, den Gebrauch und 
die Erfindung des Wortes Million betreffend, theilt der Herr Ver- 
fasser mit, dass aus französischen Lehrbüchern der Arithmetik 
von Jean Trenchant und Jaques Peletier du Maus hervorgeht, 
dass das Wort Million in der zweiten Hälfte des 16. Jahrhunderts 
in Frankreich allgemein üblich, ebenso auch schon am Anfange 
des 17. Jahrhunderts einigen Bechenmeistern in den Niederlan- 
den bekannt gewesen sei. Girard hat also wohl in seiner Pro- 
lation eine Methode, die schon in Frankreich üblich war, gegeben 
und nicht eine neue dargestellt. T. 

Bartholomaei. Erhard Waigel. Ein Beitrag zur Ge- 
schichte der mathematischen Wissenschaften auf den 

deutschen Universitäten im 17. Jahrhundert. Schlömilch 
z. xin. Suppi. i-u. 

Um dem Leser einen Einblick zu gewähren in die Art und 
Weise, wie die mathematischen Wissenschaften auf den deutschen 
Universitäten im 17. Jahrhundert behandelt wurden, gibt der 
Herr Verfasser eine Uebersicht über die Lehren des „weltberühm- 
ten" Erhard Weigel, der zwar in den mathematischen Wissen- 
schaften nichts Wesentliches geleistet hat, der aber als Professor 
der Mathematik zu Jena (vom Jahre 1654 an) einer der gefeiert- 
sten Lehrer war. In dem ersten Abschnitt erhalten wir nach 
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einigen hiBtorischen Notizen eine Darstellung der Philosophie 
Weigel's, eines entschiedenen Gegners der Scholastik, dem als 
Muster der Philosophie die Mathematik galt. Der Inhalt seiner 
Mathematik, mit dem wir im zweiten Abschnitt bekannt gemacht 
werden, ist höchst dürftig und armselig. Weder von seinem 
grossen Zeitgenossen Cartesius, noch von seinem grossen Schüler 
Leibnitz lernte Weigel etwas hinzu. Bemerkenswerth ist seine 
Tetractys oder das Rechnen mit der Grundzahl Vier. Vom 
Nutzen der Mathematik hatte Weigel einen sehr hohen Begriff; 
dem Rechnen schrieb er einen beinahe allmächtigen sittlichen 
Einfluss zu. Der dritte Abschnitt behandelt die Astronomie, 
welche durch ihren theologischen Anstrich noch armseliger er- 
scheint als seine Mathematik. Hervorgehoben werden die Be- 
strebungen Weigel's den Kalender zu verbessern, über den bei 
seinen abergläubigen Zeitgenossen eine grosse Unwissenheit 
herrschte. Der vierte Abschnitt enthält die mechanische Physik 
und ein Verzeichniss der von Weigel erfundenen Apparate. 

M. 

J. Bertrand. Snr la m^thode de Huyghens pour cal- 
euler les logarithmes. C. R. LXVI. 565-567. Nouv. Ann. (2) 
Vn. 229. 

Fedor Thoman. Sur la m^thode de Huyghens pour 
calculer les logarithmes. C. R. LXVI. 661-664. Nouv.Ann. (2) 

Vn. 661-664: mit einer Note von Bourget. 

Nachrichten über eine von Huyghens aus dem Jahre 1666 
herrührende, bisher noch nicht publicirte Methode zur Berech- 
nung der Logarithmen mittelst einfacher Wurzelausziehung. Herr 
Bourget macht in seiner Note auf eine sehr viel einfachere Me- 
thode durch Potenzirung aufmerksam, die sich in Briggs, Arith- 
metica logarithmica, London 1624, findet. 0. 

P. Tardy. Intorno ad una formnle del Leibnitz. Bon- 

comp^gni Bull. I. 177-186. Mondes (2) XVIII. 687. 

Siehe Abschn^ V, Cap. 1 . 
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Franz Schmidt. Aus dem Leben zweier ungarischer 
Mathematiker Johann und Wolgang Bolyai von Bolya. 

Grunert Arch. XLVin. 217-228. 

Die Arbeit enthält einige biographische Notizen und eine 
Aufzählung nebst Analyse der Werke Wolfgang Bolyai's, welcher 
bei den jetzt wieder aufgenommenen Versuchen, die Parallelen- 
theorie ohne Euclid's Axiom XI. zu begründen, vielfach im Ver- 
ein mit Nicolaus Lobatschewsky genannt wird. Auch Wolfgang's 
Sohn, Johann Bolyai, war ein tiefdenkender Mathematiker, des- 
sen zahlreiche Arbeiten nur zum kleinen Theil veröffentlicht sind. 

M. 

Notice sur la vie et les travaux des deux ma- 

th^maticiens hongrois Wolfgang et Johann Bolyai de 

Bolya. M6m. Bord. V. 191-205. 

„La science absolue de Tespace, ind^pendante de 

la v6rit6 ou de la faussete de l'Axiome XI d'Euclide 
(qua Ton ne pourra jamais ^tablir a priori); suivie 
de la quadrature g^om^trique du cercle, dans le cas 
de la faussete de Taxiome XI^, par Jean Bolyai, Ca- 
pitaine au Corps du G^nie dans Tarmöe autrichienne; 
pr6c6dö d'une notice sur la vie et les travaux de 

W. et de J. Bolyai. Paris, Gauthier-Villars, 1868. 

Angelo Forti. Nota intorno alla vita ed agli scritti di 
Wolfgang e Giovanni Bolyai di Bolya, matematici un- 

gheresi. Boncompagni Bull. I. 277-299. 

Im Wesentlichen eine freie Uebersetzung der Arbeit von 

F. Schmidt, vermehrt durch eine Ftllle literarischer Notizen. 

M. 

Notice sur J.-A. Timmermans (1801-64). Annuaire de Bei^ 

1868. 99. 

Notice sur Mathias Schaar (1817-67). Annuaire de Bel^ 

1868. 99. 

Catalogue des Travaux de Mi*. Noel Germinal Poudra, 

Boncompagni Bull. I 302-308. 



Oapitel 1. Geschichte. 15 

C.-A. Valson, La vie et les travaux du baron Cauchy, 
membre de l'Acad^mie des Sciences; avec une Pr^- 
face de M. Hermite, membre de TAcad^mie des Scien- 
ces. — 2 vol. in 8. Paris, Gauthiers- Villars. 

Der erste Band dieses Werkes enthält eine ausführliche Le- 
bensbeschreibung, der zweite eine Analyse der zahlreichen Ar- 
beiten Gauchy's. 

C. J. Matthes. Rehuel Lobatto, eine Lebensskizze. 

Gnmert Arch. XLIX. 332-334. 

Eine kurze Lebensbeschreibung des am 9. Februar 1866 
yerstorbenen niederländischen Mathematikers Rehuel Lobatto, der 
ein chronologisches Verzeichniss der von ihm herrührenden Arbei- 
ten angeftlgt ist. 0. 

A. FoRTi, Intorno alla vita e alle opere die Luige La- ^ 

grange. Pistoja, Nistri, 1868. 
E. FaLLEX. L^on Lagrange. Paris, Douniol. 

D.PiANi, Intorno al centro di gravita. Notice storico 

Critiche. Boncompagoi Bull. I. 41-42. 

Zusammenstellung der von verschiedenen Mathematikern ge- 
gebenen Sätze über den Schwerpunkt. 0. 

P. Bassaget. Revolution dans Fastronomie en une le- 
fon, L'Astronomie de premiers äges jusqu'ä nous et 

SOn progrfes röel au XIX si^cle. Paris, impr. Balltout, Que- 
stroy u. Co. 

Allegret. M^langes scientifiques et litt^raires. Pascal, 
Vifete, Newton et Leibnitz. Libertö du calcul. ciermout- 

Ferrand, Thibaut 1868. 
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Philosophie. 

J. J. Baumann. Die Lehren von Raum, Zeit und Mathe- 
matik in der neuern Philosophie nach ihrem ganzen 
Einfluss dargestellt und beurtheilt. Berlin 1868. 

Der Hauptinhalt des umfangreichen Werkes ist eine Zusammen- 
stellung der Aeusserungen von Suarez, Descartes, Spinoza, Hobbes, 
Locke, Newton, Leibnitz, Clarke, Berkeley und Hume, welche sich 
auf Raum, Zeit, Zahl, Mathematik beziehen, und derer, aus welchen 
ersichtlich ist, inwiefern die Mathematik auf die Richtung der 
Philosophie Einfluss übte. In Betreff der späteren Philosophie 
verweist der Verfasser namentlich auf Trendelenburg's logische 
Untersuchungen. Die Anordnung ist derart getroffen, dass bei 
jedem Autor von neuem erst die genannten mathematischen Be- 
griffe, dann die Gegenstände der beeinflussten Philosophie einzehi 
nach einander behandelt werden. Den Aufführungen der Stellen 
folgt in geeigneten Abschnitten die Kritik, welche sich jedoch 
fast nur gegen das Einzelne richtet, wenn gleich mitunter daraus 
summarische Folgerungen gezogen werden. Zum Schlüsse ent- 
wickelt der Verfasser seine eigenen Ansichten. 

Die Kritik, sofern sie erläutert, ist ein unentbehrlicher Be- 
standtheil des Werkes zur Herstellung des gelösten Zusammen- 
hangs; sofern sie Fehler rügt, ist sie gleichfalls dem Zweck der 
Darstellung in hohem Grade entsprechend und bietet kaum An- 
lass zu Einwänden. Was ihr aber mangelt, ist folgendes: 

1) Das Falsche wird nur flüchtig abgewiesen, und das davon 
abhängige Urtheil über das Ganze nicht gehörig begründet. Eine 
grössere Sorgfalt in der Herausstellung der Grundirrthümer hätte 
die Arbeit bedeutend erleichtert und erspriesslicher gemacht. Hier- 
zu bot Descartes die vortrefflichste Gelegenheit, indem sich bei 
ihm eine grosse Zahl der lehrreichsten Gedanken und Fragen 
vorfinden, von denen derselbe aber jedesmal mit merkwürdigen 
Fehlschlüssen zur Seite ablenkt. Da seine Vorurtheile noch heut- 
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zutage sehr wirksam sind, so konnte mit einer eingehenden Ver- 
folgung der gerügten Fehler viel geleistet werden. 

2) Das Genannte hat augenscheinlich seinen Grund in dem 
Mangel einer positiven, entschieden ausschliesseuden und einheit- 
lichen Ansicht über den Gegenstand, was natürlich den Verfasser 
nicht insbesondere treffen soll. Die Folge davon aber ist, dass 
nirgends ein exactes Resultat, nirgends ein Fortschritt ersichtlich 
wird, vielmehr am Ende eine grössere Mannigfaltigkeit unent- 
schiedener und ungeordneter Fragen übrig bleibt, als ursprünglich 
voiiianden war. 

3) Es fehlt jede Vorüberlegung, was Ausgang und Ziel der 
Wissenschaft sei, jede Auskunft darüber, was und warum es als 
gegeben betrachtet werde. Daher werden dann auch im Erklärungs- 
acte die verschiedensten Richtungen mit einander vermischt und 
verwechselt. 

Die hiermit bezeichnete restirende Aufgabe des Werkes stellt 
den Werth des Gelieferten nicht in Frage, soll vielmehr den 
Standpunkt kenntlich machen, bis zu welchem das Unternehmen 
gefördert worden ist, und an welchen eine spätere Vollendung 
mit dem grossen Gewinn anknüpfen kann, dass sie die histo* 
rische Entfaltung des Stoffes in grösster Reichhaltigkeit vorfindet. 

H. 

L. A. NuYTZ. De Tesprit metaphysiqiie en göom^trie. 

Paris, Germer Bailliere. 1868. 

A. T. Bledsoe. The philosophy of mathematics. PM- 

ladelpMa 1868. 

F. C. Fresenius. Die psychologischen Grundlagen der 

Raumwissenschaft. Wiesbaden 1868. 

In der Einleitung wird gezeigt, wie in jeder Wahrnehmung 
der umfassende Sinneseindruck von demSinnesbewusstsein, welches 
immer nur einen sehr kleinen Theil des Gesammtbildes enthält, 
zu unterscheiden ist. Bis hierher und nicht weiter geht die Schrift 
psychologisch zu Werke. Der erste Abschnitt handelt vom Ur- 
sprung der geometrischen Elementarbegriffe. Man durfte wohl 

Fortschr. d. Math. I, 9 



18 I. Abschnitt. Geschichte nnd Philosophie. 

erwarten, dass die Schrift erst die Natur ihrer Aufgabe ins Auge 
fassen, ihren Plan darlegen und Rechenschaft darüber geben 
würde, was im Sinneseindruck unmittelbar gegeben ist, welche 
Transfoiination und warum sie vollzogen wird. Statt dessen 
schreitet sie sofort zu' Erklärungen des Punkts, der Linie, der 
Geraden, des Winkels u. s. w., welche die fertigen BegriflFe un- 
mittelbar in Anwendung bringen. Der Leser erfährt nichts über 
deren psychischen Ursprung, nicht einmal den Grund, warum im 
einzelnen Falle die Erklärung auf das oder jenes gestützt wird. 

Im zweiten Abschnitt, der von der Vergleichung handelt, tritt 
der Mangel an psychischer Beobachtung noch deutlicher hervor. 
Der Verfasser hat nicht daran gedacht, dass vor jeder Verglei- 
chung das Subject, welches bleiben oder sich ändern, einem 
andern gleich oder ungleich sein soll, erst als dasselbe zu 
charakterisiren war, dessen Identität auch bei Wechsel der Ac- 
cidentien fortbesteht. Ausdrücklich behauptet er, das Subject 
enthalte den neuen Eindruck, das Prädicat allein den festgewor- 
denen, und schneidet hiermit den Weg zur Identität völlig ab. 
Nach seiner AuiSTassung würde ein Maassstab, an verschiedene 
Linien gelegt, jedesmal ein anderer sein, mithin alle Vergleichung 
unmöglich werden. 

Eine namhafte Leistung bietet dagegen der dritte Abschnitt, 
überschrieben „die Methode" dar, welcher fem von psychologischer 
Beobachtung nur einen bekannten und viel besprochenen, aber 
vorwaltend einseitig und oberflächlich beurtheilten Gegenstand 
mit grösserer Umsicht und Klarheit nach praktischen Gesichts- 
punkten darlegt. Der Verfasser spricht flir die Anwendung der 
genetischen Beweise, mit der bestimmten Forderung, dass sie die 
Gesammtbeleuchtung flir die schrittweisen Folgerungen und Hülfe- 
mittel der strengen Beweise bilden sollen. Durch erstere wird 
dem Geiste die Freiheit und das Bewusstsein der Fähigkeit er- 
theilt, durch letztere die gewonnene Einsicht fest und zur Ver- 
wendung tauglich gemacht. Das Gesagte hätte sich leicht auf 
die höhere Mathematik ausdehnen lassen, die jedoch nicht be- 
rührt ist. H. 
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)uHAM£L. Des m^thodes dans les sciences de raisonnement. 

3 vol. Paris, Gauthier- Villars 1865-68. 

V. I. Des m^thodes communes ä toutes les sciences 

de raisonnement. 
V. IL Application des m^thodes äla science des nombres 

et ä la science de T^tendue. 
V. III. Application de la science des nombres ä la 

science de l'^tendue. 

Pieper. Einige Bemerkungen zum Unterricht in der 
Elementargeometrie. Pr. d. h. B. Bochum 1868. 

Die Schrift giebt eine geordnete Zusammenstellung der in 
der elementaren Mathematik enthaltenen Logik, mit welcher der 
Unterricht die Schiller durch Uebung im Einzelnen bekannt macht, 
die jedoch nach Ansicht des Verfassers, auch nach Erreichung 
irgend einer Stufe, als besonderer Lehrgegenstand, zum Bewusst- 
Bein gebracht werden muss. Der erste Abschnitt behandelt die 
Begriffe, Definitionen, Urtheile und Schlüsse im allgemeinen, der 
zweite deren Anwendung auf Geometrie, der dritte die Anweisung 
zur Lösung von Aufgaben. Die Darlegung ist zwar nicht ganz 
erschöpfend, doch fast durchgehends mit grosser Klarheit ausge- 
führt. Eine Ausnahme hiervon möchte nur die Erklärung des 
Baumes mit Hinzuziehung einer nicht zum Verständniss genügen- 
den Betrachtung des Unendlichen sein, abweichend von dem 
Forher aufgestellten, richtigen Grundsatz, die Urbegriffe durch Iso- 
irung aus den gewohnten Vorstellungen abzuleiten. H« 

A.. Tabülskt. Ueber den Einfluss der Mathematik auf 
die geschichtliche Entwickelung der Philosophie bis 

auf Kant. Leipzig. 1868. 

Lassen wir vom Inhalte der Schrift beiseite, was vom aus- 
gesprochenen Zwecke abschweift, so bleibt uns in der That wenig 
zur Mittheilung übrig; denn die Mathematik spielt darin kaum 
mehr als durch ihren Namen und ihre Darstellungsform eine Rolle. 
Etwas eingehende Charakteristik ist nur am Schluss in einem 
Auszug aus Kant enthalten, der jedoch ohne Beurtheilung bleibt. 

2* 
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Pythagoras und Plato waren die Begründer exaeter Erkennt- 
niss, realisirt auf dem Gebiete der Zahl und der räumlichen 
Grösse, in Folge dessen geahnt und erstrebt im ganzen Bereiche 
des Lebens. Hier reicht allerdings die Nennung der Mathematik 
hin, um sich aus eigner Erfahrung zu vergegenwärtigen, wie fftr 
Beide die Kenntniss derselben Bedingung der Philosophie sein 
musste, indem sie einerseits die Idee und Forderung exaeten 
Wissens, andrerseits den Muth in weiterem Kreise exact zu er- 
kennen, nach einmaliger Weckung bei der einfachem Aufgabe 
innerhalb des gleichartigen Begriffs, von da an zum dauernden 
Besitz des Geistes macht. 

Um hingegen den Entwickelungsgang der Philosophie von 
da aus in Beziehung zur Mathematik zu setzen, war ein tieferer 
Einblick in das Wesen mathematischer Erkenntniss unumgänglich. 
Ohne denselben vermochte der Verfasser die historischen Er- 
scheinungen nur einfach zu registriren, namentlich die Logik 
des Aristoteles, welche in beiderlei Hinsicht das Gegentheil 
mathematischer Erkenntniss ist, einmal sofern sie den realen Be- 
griffsinhalt, der in der Mathematik evident ist, unbestiuLimt lässt 
damit also der Forderung exaeter Erkenntniss nicht Genüge thut, 
dann sofern sie durch Entlehnung der Form und Methode den 
gänzlichen Mangel an Muth zur Production und Auffindung der 
Wege beweist. 

Der gleiche Missgriff tiberträgt sich nach Wiederaufleben der 
Wissenschaften auf Descartes. Obgleich dieser die Euklidiscbe 
Form, die er seinen Deductionen gab, für Nebensache erklärte, 
so ist doch gerade an den angeführten Beispielen recht sichtbar, 
wie da, wo keine Folgerung stattfindet, das mathematische „folg- 
lich" den Schein erweckt, es sei etwas begründet, eine Täuschung, 
von der weder Descartes noch der Verfasser frei zu sein be- 
kundet. Doch wichtiger ist auf des Descartes Standpunkt der 
folgende Fehler. Er sagt, die metaphysischen Begriffe f&gen siel 
nicht der mathematischen Behandlung, weil sie mit Vorurtheilen 
streiten, die wir von den Sinnen empfangen. Während nun jedes 
exacte Verfahren die Täuschung und den Widerspruch zur Quelle 
verfolgen muss, beschliesst im Gegentheil Descartes dem Täu- 
schenden aus dem Wege zu gehen, und lässt so seine Vorurtheile 



Capitel 2. Philosophie. 21 

unangetaetet bestehen. Wenn der Verfasser in diesem Schritte 
eine Aehnlichkeit mit Kant's Methodenlehre in der Kritik der 
reinen Vernunft entdeckt, so müssen wir diese nicht nur be- 
stätigen, sondern noch weit darüber hinausgehen. Auf Jahrhun- 
derte war dnrch ihn die Bahn bezeichnet, welche nach Descartes 
die Philosophie einschlug, indem sie die gegebene Wirklichkeit 
beiseite Hess, und sie bis heute vergeblich wiederzufinden suchte. 
Ausdrücklich vertheidigt der Verfasser dies Beiseitelassen in der 
irrigen Meinung, dass die Mathematik demselben ihre Erfolge 
verdanke. Im executiven Rechnen, was er allein vorführt, trifft 
freilich die Bemerkung zu, aber nicht in der Erfindung und dem 
principiellen Fortschritt. 

Die Leistungen Bako's sind dem Verfasser unverständlich. 
In der That ist seine Methode nicht der Mathematik abgeborgt. 
Dass durch sie gleichwohl in deutlichen Schritten exactes und 
mathematisch begründetes Wissen erzielt wird, wie es die formale 
Logik zu erzielen nicht im Stande ist, wird der Verfasser nicht in 
Abrede stellen können. Es zu erklären hätte ihm obgelegen. 

Wie weit die am Schluss aufgeführte unmittelbare Aeusse- 
rung Kaufs über den Unterschied der mathematischen und philo- 
sophischen Erkenntniss von einer exacten Auffassung entfernt ist, 
tritt am augenfälligsten in dem Mangel an Klarheit über den Be- 
griff des apriori hervor, welches eingeführt wird in der Bedeu- 
tung der Allgemeinheit, aber stillschweigend den Sinn und die 
Behauptung der Ursprünglichkeit involvirt, und in letzterm Sinne 
wieder sich durch nichts unterscheidet von dem, was der Autor 
nach Inhalt und Entstehung nicht zu erklären vermag. Es lässt 
»ich nnr annehmen, dass der Verfasser von der Darlegung Kant's 
vollkommen befriedigt war. 

Zu erwähnen ist noch, dass auch ein Einfluss der Philosophie 
auf die Mathematik darin gefunden wird, dass Descartes durch 
erstere auf die Erfindung der analytischen Geometrie geleitet wor- 
den sei. Diese rein persönliche Verknüpfung kann uns indess 
den Nachweis objectiver Beziehung nicht ersetzen. 

H. 
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Graf L. v. Pfeil. Zur Theorie der graden Linie. Grunert 

Arch. XLIX. 178-192. 

Raum, Länge, Breite, Dicke, Ort, Grösse und Richtung sind 
einfache Begriffe; die grade Linie nicht. Mit Hülfe der Er- 
klärungen: „Eine grade Linie ist eine solche, welche in allen 
ihren Theilen dieselbe Richtung hat", und: „Parallele Linien sind 
grade Linien, welche die gleiche Richtung haben, ohne doch zn- 
sammen zu fallen", — wird eine Reihe bisher als Grundsätze 
bekannter Sätze über die grade Linie und zuletzt der XI. Euch- 
dische Grundsatz hergeleitet. M. 

RiEMANN. lieber die Hypothesen, welche der Geometrie 

zu Grunde liegen. Gott. Abhandl. XIII. 1868. l-20. 

Helmholtz. Ueber die Thatsachen, die der Geometrie 

zu Grunde liegen. Gott. Nachr. 1868. 193-221. 

Beide Arbeiten behandeln die Frage nach dem Ursprung 
und dem Wesen unsrer allgemeinen Anschauung vom Räume und 
suchen zu ermitteln, welche von den Sätzen der Geometrie objec- 
tiv gültigen Sinn haben, und wieviel nur Definition oder Folge 
aus Definitionen ist. 

Riemann sucht in die Frage einzudringen, indem er aus all- 
gemeinen Grössenbegriffen den BegrijST einer mehr&ch ausgedehn- 
ten Grösse construirt, unter welchem die Raumgrössen als spe- 
cieller Fall enthalten sind. Als wesentUches Kennzeichen emer 
fffach ausgedehnten Mannigfaltigkeit stellt Riemann auf: 1) dass 
sich ein Punkt in derselben durch n veränderliche Grössen (Coor- 
dinaten) bestimmen lasse. 2) Als weitere Forderung wird hin- 
zugefügt, dass die Länge einer Linie unabhängig sei von Ort 
und Richtung, dass also jede Linie durch jede andre messbar sei. 

3) Um die Maassverhältnisse in einer solchen Mannigfaltig- 
keit zu untersuchen, ist für jeden Punkt das von ihm ausgehende 
Linienelement darzustellen durch die entsprechenden DiflFerentia- 
lien der Coordinaten. Dies geschieht mittelst der Hypothese, 
dass das Längenelement der Linie gleich sei der Quadratwurzel 
aus einer homogenen Function zweiten Grades von den Differen- 
tialien der Coordinaten. Diese Hypothese begründet Riemann nur 
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ale die einfachste, die den vorigen Bedingungen entspricht; er er- 
wähnt insbesondere, dass auch eine vierte Wurzel aus einem ho- 
mogenen Ausdruck vierten Grades oder andre noch complicirtere 
Ausdrücke ftlr das Linienelement gesetzt werden könnten. — Einen 
besondem Fall bilden hierbei diejenigen Mannigfaltigkeiten, in 
welchen sich das Quadrat des Linienelements auf die Summe der 
Quadrate von vollständigen Differentialien bringen lässt; solche 
Mannigfaltigkeit nennt Riemann ebene. 

Aus dieser Hypothese zieht Riemann nur einige Folgerungen 
in allgemeinster Form. Er betrachtet namentlich das Erümmungs- 
maass einer beliebigen Fläche in einer nfach ausgedehnten Man- 
nigfaltigkeit und zeigt, dass sich die Maas Verhältnisse der 
Mannigfaltigkeit bestimmen lassen, wenn das Krttmmungsmaass 

in jedem Punkte in n-— 5— Flächenrichtungen gegeben ii^t — 

In den oben definirten ebenen nfach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keiten ist das Krümmungsmaass in jeder Richtung null. Diese 
sind zu betrachten als ein besonderer Fall derjenigen Mannig- 
faltigkeiten, deren Krümmung allenthalben constant ist, in denen 
sich also nfach ausgedehnte Gebilde von endlicher Grösse ohne 
Dehnung bewegen lassen. Die Betrachtung dieser Mannigfaltig- 
keiten führt dann auf den Fall des wirklichen Raumes, der diese 
Forderung erfüllt. Es zeigt sich dabei, dass durch die zu Grunde 
gelegten vier Voraussetzungen die Unendlichkeit der Ausdeh- 
nungen des Raumes nicht gefordert wird, vielmehr könnte auch 
der Raum in Bezug auf eine vierfach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit das sein, was für eine dreifache Mannigfaltigkeit eine Fläche 
mit constantem Krümmungsmaass ist. 

Helmholtz führt in seiner Arbeit die letzte Beschränkung, 
dass endliche Figuren ohne Formveränderung beweglich seien, 
von vorne herein ein. Die dritte Hypothese von Riemann ergiebt 
sich dann als eine nothwendige Folgerung dieser Annahme. 
Helmholtz beweist nämlich, dass ein homogener Ausdruck zwei- 
ten Grades von den Differentialien existirt, welcher bei jeder 
Bewegung zweier unter sich fest verbundener Punkte von ver- 
schwindend kleinem Abstände ungeändert bleibt. 

Helmholtz legt demgemäss folgende Postulate zu Grunde: 
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1) Ein Punkt einer w fachen Mannigfaltigkeit ist durch n Co- 
ordinaten bestimmt (erstes Postulat von Riemann). 

2) Zwischen den 2w Coordinaten eines Punktpaares besteht 
eine von der Bewegung des letzteren unabhängige Glei- 
chung, welche für alle congruenten Puuktpaare dieselbe ist. 

3) Es wird vollkommen freie Beweglichkeit der festen Körper 
vorausgesetzt. 

4) Wenn ein fester Körper von n Dimensionen sich um (n — 1) 
feste Punkte dreht, so führt die Drehung ohne Umkehr in 
die Anfangslage zurück (Monodromie des Raumes). 

Die Sätze 2) und 3) werden bei der Ableitung für die Länge 
des Linienelements nur auf unendlich kleine Raumelemente ein- 

f 

geschränkt. Es zeigt sich also, dass die dritte Voraussetzung 
Riemanns identisch ist mit der, dass der Raum monodrom ist und 
unendlich kleine Raumelemente, von der Begrenzung abgesehen, 
einander congruent sind. 

Die beiden Arbeiten von Riemann und Helmholtz zeigen also, 
dass die 4 von Helmholtz aufgestellten Postulate zusammen mit 
folgenden 2 Sätzen: 

5) der Raum hat drei Dimensionen, 

6) der Raum ist unendlich ausgedehnt, 

die genügende Grundlage zur Entwickelung der Geometrie ab- 
geben. Wg. 

Allegret. La libert^ du calcul et nos geomötres de Tln- 

Stitut. Clermont-Ferrand. Thibaut. 1868. 



Zweiter Abschnitt. 
Algebra. 
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I Gleichungen. (Allgemeine Theorie. Besondere 
algebraische und transcendente Gleichungen.) 

J. A. Serret. Handbuch der höheren Algebra. Deutsch 
bearbeitet von G. Wertheim. 2 Bände. Leipzig, b. g. 

Teubner. 1868. 

G. Salmon. Le^ons d'algfebre superieure. Trad. de 
Tanglais par M. Bazin; augm. de notes par M. Hermite. 

Paris, Gauthier - Villars. 1868. 

Cayley. Note on the Solvibility of Equations by means 

Of Radicals. Phil. Mag. (4). XXXVI. 386-387. 

Die Unmöglichkeit, Gleichungen vom höheren als dem vierten 
ßfade durch Wurzelzeichen aufzulösen, folgt aus den beiden 
Umma's : 

L Eine einwerthige (oder symmetrische) Function von n 
Grössen ist nur dann eine vollständige &*^ Potenz, vrenn die &*® 
Wurzel eine einwerthige Function der n Grössen ist. (Ausnahme : 

* ^ 2 fftr jedes «). 

n. Eine zv^eiwerthige Function von n Grössen ist nur dann 
^e vollständige **« Potenz, wenn die **• Wurzel eine zwei- 
Werttiige Function der n Grössen ist. (Ausnahme: ft = 3 für 

• = 3,4.) M. 
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Thomas P. Kirkman. On the General Solution of Al- 
gebraic Equations. Phil. Mag. (4) xxxvi. 169-174. 

— — Note on the Resolution of Algebraic Equations. 

Phil. Mag. (4). XXXVI. 264-266. 

Der H. Verf. construirt ein Produet von der Form 

wo Ji die Summe der Werthe bedeutet, welche die t'® Potenz 
einer asymmetrischen Function von a?,, o;,, ... a?« bei Permutationen 
der X annimmt, und Ji, die Gruppe der m cyclischen Permuta- 
tionen der ersten m Elemente, wobei die übrigen n — m ungeän- 
dert bleiben. Dieses Produet ist eine rationale und symmetrische 
Function von a?,, a?,, . . . a?„ flir beliebige positive ganze ß, y* • •• 
V, §, a, f. 

Die Anwendung dieses Productes auf die Lösung der Glei- 
chung (w+iy^" Grades nach der des n**" Grades ist für ii>3 
nicht richtig, wie der Verf. in der Note selbst bemerkt. Die 
Note enthält einen neuen Beweis dafür, dass die obige Function 
rational und symmetrisch ist. M. 

Thomas P. Kirkman. Note on „An Essay on the Re- 
solution of Algebraic Equations, by the late Judge 
Hargreave, L. L. D., F. R. S". — Proc. of Manch. Vtt 

133-137. — Educ. Times X. 70-74. 

— — On the Solution of Algebraic Equations. Proc 

of Manch. VII. 141-148. 

— — Note on the Correction of an Algebraic Solution. 

Proc. of Manch. VII. 221-222. 

Ein Versuch, die Gleichungen vom fünften und höherer Grade 
algebraisch zu lösen, der, wie der H. Verf. in der zweiten Note 
bemerkt, ein vergeblicher war. Die erste Note zeigt; dass aud 
Hargreave im Irrthum war. Die zweite enthält die CorrectioB 
einer Stelle in der Lösung der Gleichung sechsten Grades (p. 147) 

M. 

Richard Baltzer. Ueber die Auflösungen eines Systems 

von Gleichungen. Pr. d. G. zum heiligen Kreuz In DresdeD. 1868. 

Nach allgemeinen Bemerkungen über die Bedingungen, welche 
das aufgestellte Gleichungssystem erfüllen muss, nach allgemeines 
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Andeatungen über die Operationen, durch welche das gegebene 
System in das resolvirende zu transformiren ist, nach allgemeinen 
Erörterungen ttber die Vorsicht, die zur Sicherstellung des richtigen 
Umfangs des transformii-ten Systems nothwendig ist, erwähnt der 
Herr Verfasser das von Hudde angegebene Kriterium, nach wel- 
chem zu entscheiden ist, ob eine Wurzel einer Gleichung eine 
vielfache derselben ist ; für dieses Kriterium giebt er den Beweis 
mit Hilfe des Taylorschen Satzes. Dann giebt er flir das analoge, 
von Jacobi gegebene, Kriterium, nach welchem zu entscheiden 
ist, ob eine endliche Auflösung eines Gleichungssystems als eine 
mehrfache zu zählen ist, einen analogen Beweis. 

Die Anzahl der endlichen Lösungen eines binären Systems 
resp. vom i»*«" und n**" Grade kann nie grösser sein als die Anzahl 
der endlichen Werthe, welche eine der Unbekannten in den Auf- 
lösungen des Systems hat. Ist nun auf den angegebenen Wegen 
durch die Determinante oder die Minding'sche Regel (Grelle J. 
XXn. 178) ermittelt, dass die zur selbstständigen Berechnung 
von X oder y dienenden Gleichungen resp. p*^" oder q^^" Grades 
sind, so folgt, dass das Gleichungssyslem p oder q Auflösungen 
hat, je nachdem p<,q oder q <:p ist. 

Die unendlichen Lösungen (und mittelbar dann auch die end- 
lichen) lassen sich geometrisch gut ermitteln. Denn betrachtet 
man eine algebraische Gleichung n'^" Grades als Gleichung einer 
Curve, so entspricht der unendlichen Wurzel der Gleichung ein 
unendlich femer Punkt der Curve und umgekehrt. Eine solche 
Curve hat aber ebensoviel asymptotische Richtungen und in diesen 
ebensoviel unendlichferne Funkte als ihr Grad Einheiten hat 
Von diesen asymptotischen Richtungen können einige zusammen- 
fallen, deshalb aber brauchen noch nicht die in ihnen liegenden 
Funkte zusammenzufallen; das bleibt erst noch nach dem gegebenen 
Momente zu entscheiden. Numerische Beispiele erläutern die An- 
wendbarkeit derselben. Einem binären Gleichungssysteme ent- 
sprechen zwei Curven, den zusammenfallenden Punkten der letz- 
teren entsprechen Lösungen des ersteren. Zwei Curven haben 
nur dann zusammenfallende, unendlichferne Punkte, wenn sie zu- 
sammenfallende asymptotische Richtungen haben. Die Aufgabe 
der unendlichfernen Punkte, welche zwei Curven in einer be- 
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stimmten Bichtung haben, lässt sich durch Untersuchung des 
Curvenzweiges flihren, der in jener Richtung sich ins Unendliche 
erstreckt. Dazu entwickele man die eine Unbekannte nach fallen- 
den Potenzen der andern mit Hilfe des Newtonschen Parallelo- 
gramms. (Briefe an Oldenburg 1676 13. Juni u. 24. Oct.) Zerlegt 
man nämlich die gegebene Gleichung in besondere, von denen 
eine jede einer Grenzlinie eines Parallelogramms entspricht, 
dann ist eine jede der besonderen Gleichungen eine Grundlage 
zu einer Entwickelung. Unter diesen Entwickelungen bestimmen 
die von y nach fallenden Potenzen von ar, oder die von x nach 
fallenden Potenzen von y geordneten eine asymptotische Richtung, 
welche beziehentlich y\x = oder x\y = bei unendlichem x 
oder y geben. Zunächt wird durch diese Methode nur das erste 
Glied der Entwickelung gefunden, sie ist aber auch geschickt zuy 
Auffindung der folgenden Glieder; Beispiele erläutern für jeden 
Fall ihre Anwendbarkeit. Hat man nun für ein Curvenpaar, das 
einem binären Gleichungssystem entspricht, eine geraeinsame 
asymptotische Richtung ermittelt und entwickelt man dann aus 
einer der Gleichungen ftir jeden nach jener Richtung hin sich 
erstreckenden Zweig der andern Gleichung y (oder x) nach fallen- 
den Potenzen von x (oder y) und substituirt jede der gefundeneu 
Reihen in die erste Gleichung, dann werden die Curven, wenn 
sich der Grad der Schlussgleichungen um fi, v, . . . Einheiten 
verringert, ^i-^-v-^*" unendlichferne Punkte mit einander gemein 
haben, und das binäre Gleichungssystem hat fx + v ... unendliche 
und zwar resp. ^, v- fache Auflösungen. Hat man nun das ana- 
loge Verfahren für alle den beiden Curven gemeinsame asympto- 
tische Richtungen wiederholt, so hat man auch alle unendlichen 
Auflösungen des binären Gleichungssystems gefunden, die übrigen 
sind dann endliche. Beispiele erläutern das Verfahren. Die Ent- 
wickelungen von y nach steigenden Potenzen von x, ebenfalls 
mit Benutzung des Newtonschen Parallelogramms ausgeführt, 
lassen erkennen, ob eine Lösung eines binären Systems eine 
mehrfache ist, und zeigen zugleich an, wievielfach sie ist. Ein 
Beispiel erläutert noch diese Methode. 

T. 
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E. Pellbt. Solution de la question 850. Nout. Ann. (2). 
VIL 334-335. 
Bezeichnet man mit V, V„ T,, . , . F„ die Reilie der Sturm- 
schen FunctioDen, so hat, wenn eine der Gleichungen ¥^ = 
p imSg^Däre Wurzeln hat, die aufgestellte Gleichung wenigstens p 
imagiQäre Wurzeln. 

LiLL. K^solution graphique des öquations alg^briques 
qui ont des racines imaginaires. Nodv. Ann. (S). vil. 363. 
Eine Constmction, um sämmtliche Wurzeln einer beliebigen 
algebraigchen Gleichung geometrisch darzustellen. Br. 

C. F. E. Björling. Snr la r^alitö des racines d'^quations 
atgöbriques. Granert Arch. XLVIII. 363-375. 
Die gegebene Gleichung fx — 0, als Function der Unbekann- 
ten betrachtet, repräsentirt eine Curve; aus der Anzahl ihrer 
Schnittpunkte mit der AbBciesenaehse und aus der Bemerkung, 
dasg zwischen je zwei Schnittpunkten ein Maximum oder Minimum 
der Curve liegen muss, folgt, dass fx — lauter reelle und vor- 
Bchiedene Wurzeln haben muss, wenn /ic — solche Wurzeln hat. 
IHe weitere Untersuchung zeigt dann, welchen RUckschluss die 
Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichung fx = (i auf die An- 
ahl der reellen Wurzeln von fx = ij gestattet. Dabei ist aber 
m unterscheiden , ob die Wurzeln von fx = sämmtlieh reell 
Und verschieden sind, oder ob nur ein Tbeil derselben diese Be- 
f erftlllt und die übrigen imaginär sind, oder ob endlich 
I rielfache Wurzeln sieb tinden. Das Verscliwinden auf einander 
Lfolgender Coefücicnten in der Gleichung /Ic = bewirkt, dass 
^«ine beBtiminbare Anzahl ihrer Wurzeln imaginär wird. Die An- 
WPWk.eit der entwickelten Ki'itericu wird an mehreren nume- 
iBeiapielen gezeigt, die auch in der Algebra von Bourdon 
pit ffBlfo lies Slurm'schen ^ Satzes behandelt sind. Am Schluss 

I >)-ioH ■*** ri-i »--ing der .allgemeinen cubischen 

Tabelle filr die allgemeine Glei- 
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Abel Transon. De la Separation des racines. Nouv. 

Ann. (2). VII. 25-36. 57-67. 

Versteht man in der Gleichung F(s) = 0, die eine ganze 
algebraische Function von 2s mit beliebigen Coefficienten sein soll, 

unter « eine complexe Grösse oj+yV— 1» dann nimmt F(z) die 

Form P+OV— 1 an, in der P und Q ganze, algebraische Functio- 
nen von X und y mit reellen üoefScienten sind. Die Durch- 
schnittspunkte der Curven P = und Q = sind die Wurzel- 
punkte (Liouville J. (2) I, 179), die der Gleichung F(») = zu- 
kommen. In der vorliegenden Arbeit ist nun die Aufgabe gelöst, 
die Bestimmung der Anzahl der Wurzelpunkte, die auf einem 
begrenzten Bogen der Curve P = oder Q = oder aP-\-bQ=0 
liegen, auf eine Rechnungsaufgabe zurtlckzufllhren. Diese Zurück- 
führung wird auf zwei Wegen bewirkt. Zuerst geschieht dieselbe 
mit Hülfe des Cauchy'schen Theorems von der Anzahl der 
Wurzelpunkte, die innerhalb einer geschlossenen Curve liegen 
(cf. p. 31). Als Resultat ergiebt sich: die Anzahl der Wurzel- 
punkte, die auf einem begrenzten Bogen der Curve Q = liegen, 
dessen Endpunkte keine Wurzelpunkte sind, ist gleich dem Unter- 
schiede der Anzahl der Zeichenwechsel, die das Verhältniss: 

dx dO 
P -T— : --j— beim Uebergang vom Negativen zum Positiven und um- 
gekehrt erleidet. Die Fälle, in denen das Resultat illusorisch 
werden könnte, werden erörtert. Drückt man P als Function 
des Bogens aus, setzt also P=y(Ä), dann kann an Stelle des 

obigen Verhältnisses auch f.\ genommen werden. Analoge 

Resultate gewinnt man fUr den Fall, dass man die Anzahl der 
Wurzelpunkte auf begrenzten Bogen der Curven P = oder 
aP+60 = bestimmen will. 

Zweitens wird die Aufgabe durch die Eigenschaften der Rich- 
tungszahlen (nombres directifs — cf. p. 31 ud. Id. Appl. de Talg, 
dir. ä. 1. g.) gelöst. Dabei ergiebt sich noch, dass das Yerhältniss 

—, — nur Zeichenwechsel beim Uebergang vom Negativen zum Po- 
op « 

sitiven erfahren kann. Diese gewonnenen Sätze bezeichnet der 
Herr Verfasser als das Princip der Trennung der Wurzeln. Er 
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zeigt dann weiter, dass das Princip der Substitutionen und das 
Princip von Rolle auf eomplexe Wurzeln ausgedehnt werden kann. 
Von den gewonnenen Resultaten wird dann noch am Schlüsse 
Anwendung auf die reellen Lösungen eines Gleichungssystems 
zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten, aber reellen Coef- 
ficienten gemacht. T. 

Abel Transon. Demonstration de deux th^orfemes d'al- 

göbre. Nouv. Ann. (2). VII. 97-110. 

Ausgehend von den Richtungszahlen (nombres directifs; cf. 
p. 30), deren Eigenschaften schon Mourey (La v^ritable th^orie 
des quantitös negatives et des quantitös pr^tendues imagiuaires. 
1828) erörtert hatte, beweist der Herr Verfasser den Cauchy'- 
ichen Satz von der Anzahl der Wurzelpunkte (Liouville J. (2) 
[. 1 79), die innerhalb einer geschlossenen Curve liegen. Er folgt 
labei im Wesentlichen dem von Sturm gegebenen Beweise 
Xioaville J. (2) I. 290 und IV. 501), nur dass er eben die Rieh- 
kungszahlen statt der gewöhnlichen algebraischen Zeichen ver- 
wendet. Daran schliesst sich dann ein Beweis des Fundamental- 
Satzes, dass jede algebraische Gleichung wenigstens eine Wurzel 
haben muss. Der Beweis dieses Satzes stützt sich darauf, däss 
eine algebraische Gleichung m*^" Grades nicht mehr als m Wurzeln 
haben kann. T. 

A. Gkiveaü. Methode th^orique pour d^terminer les con- 
ditions de röalit^ des racines d'une ^quation f(x) = 0, 

de la forme x"" + Px"""^ H \-S = 0. Mondes (2). x VII. 214. 

F. D. Thomson, C. W. Merrifield, J. L. Kitschin. 

Solution of the question 1920. Educ. Times. IX. 67-68. 

Die Bedingung, dass eine Gleichung zwei gleiche aber ent- 
gegengesetzte Wurzeln habe. 

S. Roberts. Solution of the question 2323. Educ. Times. 

IX. 94. 

Die Bedingung dafür, dass von drei cubischen Gleichungen 
zwei ein Paar gleicher Wurzeln haben, und dass die eine dieser 
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Wurzeln auch der dritten Gleichung gentigt, ist in Bezug auf die 
Coefficienten von der Ordnung 11. 

J. Pranghofer. Beiträge zu einer Abelschen Gleichung 
und zu einem Satze von Parseval. Wien. Ber. LVIL 29-45 
Siehe Abschn. VI, Cap. 3. 

Camille Jordan. Sur la rösolution algebrique des 
öquations primitives de degr^ p^ (p ^tant prämier im- 

pair). Liouville J. (2). XIII. 111-136. 

Siehe Abschn. II, Cap. 3. 

H. Laurent. Sur la rösolution des öquations ä plusieurs 
inconnues. c. R. LXVil. 491-494. 

Sind die Gleichungen 

<jp(a?,y, «,...) = !/, ;if(a?, y, «,...) = «'^ ••• 
gegeben; sind x = c(,y = ß, z = y, ... gemeinsame Lösungen 
von r/) = 0, / = 0, ... und bildet man 

xJ %/ %./ !/ . t? . . . 

so lässt sich dies, wenn R die Jacobische Functionaldeterminante 
ist, umwandeln in 

andrerseits, wenn man flir m = r^e^^\ c = r^e^^*, . . . über die Um- 
gebung von X = a, y = ß, ... integrirt und die r den Grenzen 
0, also X, y, . . . den Grenzen a, ß, . . . nähern lässt, in 

Dadurch ist die Function F des Wurzelsystems bestimmt, so lange 
R nicht verschwindet, also a, /?, y, . . . keine vielfachen Lösungen 
sind. No. 

H. Schramm. Les invariants et les covariants, en quallt^ 
de criteres pour les racines d'une ^quation, Brioschi 

Ann. (2). I. 259-279. 

Sind a,byC,...l die ungleich vorausgesetzten Wurzeln einer 
Gleichung m**" Grades, und bildet man 
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p. =-S(a-6y(a-cy(6-c)', 

50 ist die Zahl der Zeichenänderungen in p^ , p^ , • . . p^ gleich 
ier Zahl der Paare imaginärer Wurzeln. In der vorliegenden 
Arbeit sind Functionen gesucht, welche in gleicher Weise die 
Zahl der imaginären Wurzeln angeben und entweder Covarianten 
oder Invarianten sind. Im ersteren Falle ergiebt sich eine Keihe 

wobei C, die Hesse'sche Covariante, D die Discriminante der 
Function ist ; die Zahl der Zeichenänderungen ergiebt wieder die 
Zahl der Paare imaginärer Wurzeln. Im zweiten Falle erhält 
man eine Beihe 

Es wird dabei die Gleichung 2(r-f 1) imaginäre Wurzeln haben, 
wenn r der höchste Index ist, für den J^'^) negativ wird. No. 

P. A. G. CoLOMBiER. Memoire sur les symptömes 
d'imaginaritö des racines des öquations algöbriques. 

Nonv. Ann. (2). VII. 308 und 501. 

Joseph Horner. On certain criteria of imaginary and 
equal roots. Quat. J. ix. 57-62. 

— — New Version of Prof. Sylvester's theorem. 

Quat J. IX. 221-225. 

F. Brioschi, La soluzione generale delle equazioni del 

quinto grado. Brioschi Ann. (2). I. 222-231. 

Da von dieser Arbeit im Jahre 1868 nur der erste Theil 
3rschien, so werden wir über dieselbe zu berichten später Ge- 
legenheit finden. No. 

M. Roberts. SurTexpression la plus simple de certaines 
fonctions des diff^rences des racines d'une öquation 

du Cinqui^me degr^. Brioschi Ann. (2). IL 224-231. 

0(ai;x) sei öine symmetrische Function der Differenzen der 
W^urzeln von %x^'{'ba^x*'^ — a^ =0. <» ist der Q^rad von (P in 

Fortochr. d. Math. I. 3 
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Bezug auf die Coeffieienten (das Gewicht), x der höchste Grad, 
in dem eine Wurzel vorkommt. Es soll flir gegebene w und x 
die einfachste Form von gefunden werden. Die Lösung stützt 

sich darauf, dass -ö-r eine ähnliche Function ist. Durch Inte- 

gration und Hinzufögung passender anderer von a^ , ... a^ ab- 
hängender Functionen kommt man zum Ziele. 

Na. 

M. Roberts. Note sur les ^quations du cinquifeme degi^. 

Brioschi Ann. (2). L 135-138. 

A. Oayley. On the conditions for the existence of three 

equal roots, or of two pairs of equal roots of a bi- 

nary quartic or quintic. Trans, of London OLVIIL öT7-56a 
Proc. of London XVI. 229. 

Soll eine homogene ganze Function fQcy) = mit ihrer Ab- 
leitung einen gemeinsamen quadratischen Factor haben, so muss 
fOcy} = entweder drei gleiche Wurzeln oder zwei Paace Je 
zweier gleicher Wurzeln haben. Die Bedingungen für den an- 
geführten Fall sind also als Product der Bedingungen dieser beiden 
Möglichkeiten anzusehen. — 

Der Verfasser zeigt flir Quartic's und Quintic's diesen Zu- 
sammenhang. So sind z. B., wenn wir uns der bekannten Sx^hreib- 
weise bedienen^ die Bedingungen dreier gleicher Wurzeln flu 
(a, b, c, d, e) (xyY die folgenden / = ae — 46d + 3c* = ; J = 
ace — ad^ — 6*6 +26cd — c' = 0; diejenige eines quadratischen 
Factors zwischen f und f^ ist 



= 0. 
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Bezeichnet man nun die Determinante, welche durch Foii- 
lassung der fllnften Beihe entsteht mit 1234 u. s. w., so ist 

(1234, 1235, 1245, 1345, 2345) {xyY = 6/. J5r(P)+ 9/. Ü, 
woibei U eiae gewisse Function und H{V) ihre 5esse^b«r De- 
tcrrnjoanto bedeutet. No« 
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F. Unfärdingeb- üeber einen Casus irreducibilis in 
reellen Grössen. Gruoert Arch. XLix. 484-486. 

Der Verf. macht auf die Identität aufinerksam, welche ent- 
steht, wenn man die Wurzel I der Gleichung x^+3kx—(l+3k)=±0 
derselben durch die cardanische Formel ausgedrückten Wurzel 
gleichsetzt. No. 

A. ZiNKA. Sulla separazione delle radici delle equazioni 

numeriche. Battaglini G. YI. 344-357. 

Liegt zwischen p und p+l eine Wurzel der Gleichung /'(a?)=0, 
so wird der Unterschied der Variationen in f(x-\-p) und /(aJ+p+l) 
gleich 1 sein und umgekehrt. Setzt man also diese Wurzel 

= P + ":7j 1 ^^ ^^* A(^ + P) = die Wurzel 






6+-.. 

und wenn man mit fX^') die Function bezeichnet, deren Wurzeln die 
reciprokefi Werthe de? Wurzeln von fQc-{-p) sind, so kann man 
durch BWxachtung von f^Qc), /i(»+l)> ^(^+2), ... den Werth 
a findM u. & w. — Ist ferner der Unterschied der Variationen 
fttr fC^+p) und /(aj+p+l) grösser als 1, so sieht man wie 
durch Verfolgung dieser Methode die zwischen p und p+1 lie- 
gende Wurzela gesondert werden, wenn sie verschieden sind. 

No. 

A. V. d. ScHULENBüRG. Die Gleichungen der drei ersten 

Grade. Berlin, 1868. 

J^ iäüiVERS. Enfwiekelung der Umformung der Gleichung 

j^--abÄ*+ ho a^— Cb ^^+ 4)5 — eo = 
in y*+y+i=0 mittelst Tschirnhausenscher Substitutionen. 

Astr. Naclr. LXX. 353. 

Die Umformung der allgemeinen Gleichung fünften Grades in 
die bekannte und berühmte dreigliedrige Form mit einem Coefilicien- 
ten ist von Herrn Sievers mittelst Tschirnhausenscher Substitutionen 
in der Weise bewältigt worden, dass er die allgemeine Gleichung 
durch eine Substitution vom ersten Grade in eine fünfgliedrige mit 
drei CeefficienteA, diese durch eine Substitution vom zweiten Grade 

o ak 
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in eine viergliedrige mit nur zwei Coefficienten und endlieh diese 
durch eine Substitution vom vierten Grade in die dreigliedrige 
Form mit einem Coefficienten verwandelte. Auf die Frage der 
Realität oder Imaginärität der Coefficienten der Substitutionen oder 
derjenigen der resultir enden Gleichungen ist nicht eingegangen. 

Ht. 

T, N. Thiele. Om den kubiske Lignings Loesning. 

Tychsen Tidsskr. IV. 65-77. 

Theorie der kubischen Gleichung gegründet auf die voraus- 
gehende Erklärung der Covarianten und Invarianten nach Cayley. 

H. 

Sylow. Om Systemer af conjugerede Substitution er der 
kunne tilhoere irreductible Ligninger, hvis Grad er 

Primtal. Forh. af Christ. 1867. 105-122. 

Brioschi. Sopra le equazioni generali delF 8*^ grado 
che hanno lo stesse groppo delle equazioni dell mol- 
tiplicatore corrispondente alla trasformazione dei 7" 
ordine delle funzioni ellittiche. ßend. d.i8t. Lomb. (2). 1. 68. 

Cayley. A „Smith's Prize" Paper. Solution of the 

question: 2. Express j as the product of two 

cubic factors ; and show generally that for any prima 

exponent p the function j- may be broken up into 

two factors each of the order |(p— 1), by means of 
a quadratic equation. Messenger IV. 202-203. 

^-£j lässt sich in die Factoren i[2x^+x'-x—2±f^(x^+x)\ 

zerlegen. Bezeichnet allgemein p einen Primzahl-Exponenten und 
r eine Wurzel der gegebenen Gleichung, so genügen die beiden 
gesuchten Factoren 

WO 0j, «e,, »•. die quadratischen Reste und &p ^^ * • • ^^ 4^^' 
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dratischen Nichtreste von p sind, der Gleichung 

y'-yP+Q = 0, 

wo P eine Function ^-^ten Grades von a?, 0=a?P-*+^"'^-1 hl 

und P'--'4Q = ±p.Z\ M. 

R. Tücker, Solution of the question 2469. Educ. Timea. 

IX. 44-45. 

Die Gleichung x^+px^+qx^'\'rx -{-8 = mit den Wurzeln 
^f Ä y, 8 in eine zu verwandeln, deren Wurzeln /?/^+/?/ + y^ 
+ Sß+ß+r + 3, etc. 

S. Roberts. Solution of the question 2479. Educ. Times. 

IX, 47. 

m SO zu bestimmen, dass 

Sb+am y(96'--12gc — 6a6m — 3g'm') 
2a + 2a 

eine Wurzel der Gleichung ax^+3bx^-\-3cx-\-d = 0. 

R. Tücker. Solution of the question 2549. Educ. Times. 

IX. 66. 

Lösung der Gleichungen yz+x = 14, »a?+y = 11, a?y-t-Ä = 10. 

Veriot. Probleme de la trisection de Tarc. Propri^t^s 
de r^quation x^—Sx+k = 0. Nouvelle möthode de 
rösolution de T^quation du toisifeme degrö, au moyen 
de tables de logarithmes. C. R. LXVI. 619 und 730. 

J. J. Walker. Solution of the question 2571. Educ. 

Times X. 45-46. 

Die Gleichung, deren Wurzeln die Verhältnisse der Wurzeln 
von aa:*4-36aj'+3caj+d = sind, ist 

aVa?«+(3a'd'-9a6c£r)a?*+(6aV-45a6cd+72ac»+276'c)aJ* 
+(7a*d'-54a6cd+54ac*-81ftV+546'(/>' 
+(ßa^d^--45abcd+27ac'+27b'd)x'+(ßa'd'—9abcd)x+a^d' = 0. 
Ihre Discriminante ist 

a*6*(ad-96c)'(6»d-ac«)*(a'd'+4ac'+4d6'— 36*c'— eafccd)'. 
Auch lässt sich a priori beweisen, dass während b und c in der 

dritten Potenz erscheinen, a und d nur in der zweiten vorko^lm9^• 
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J. J. Walker, Solution of the question 2568. Educ. 

Times X. 44-45. 

Die Wurzeln der Gleichung 

+27 Aa'(/'+4ac»+4d6»~36V— 6a6crf) = 
J^sen ßich durch die Wurzeln der Gleichung a«'+36»*+3Ga;+<< 
= ausdrücken. 

Felix Lucas. Question alg^brique. Mondes (2) xvin. 709. 

Der Verfasser fordert auf, analytisch zu erweisen, dass die 
beiden Gleichungen 

0?'+ aa?y + 6aj + cy— 1 =0. 

1 c 

y^i'—xy + —x+dy— 1=0 

drei Systeme reeller Wurzeln zulassen, welche den Relationen 

genügen. O. 

Fr. Unferdinger. Auflösung der beiden Gleichungen 

b^i{x^—y^)—2a^^.ff+blX—a^y+b2 = 0. 

Grnnert Arch. XLIX. 474-477. 

Die beiden Gleichungen werden durch TransformationeB auf 
die Form gebracht: 

2(:x+aXy+ß) = B, 
woraus sich auf bekannte Weise die Variabein x und y bestimmen 
lassen. 0. 

Strehlke. Verschiedene Bemerkungen. 1) Auflösung 

der Gleichungen x^-\-y^ = a, x'^y+xy^ = b, Grnnert Arch. 
XLvm, 1. 

J. J. Walker. Solution of the question 2548. Educ 

Times X, 30-31. 

Aus der Gleichung 

cos'a?.cos'a = sin'a.cos'a — 4co8a?8in(a?— «)Bin*a 
wird m bestimmt. 
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E. Bardey. Algebraische Gleichungen nebst den Resul- 
taten und Methoden ihrer Auflösung. 2 Th. Leipzig 

1868. Tenboer. 

rRTJDi. Intomo alle equazione binomie. Mem. di Nap. 1868. 
E. RoucHE. Memoire sur la s^rie de Lagrange. M6m. 

pr^s. de Parifl. XVm. 457-487. 

Siehe Abschn» V, €ap. 2. 



Capitel 2. 

Symmetrisclie Functionen. 

F. Hertens. Zur Theorie der symmetrischen Functionen. 

Borcbardt J. LXIX. 289-290. 

Ist ft = (i — xJ(J^x^),..(t—Xn) und F(fj, «,, ...f„) irgend 

eine pmze rationale Function der n Grössen t^, t^y ... in, so 

nehme man 

F = J.V, 

wo J=(<i— f,)...(«i— fn)(«2 --*,). ..(^2— *n)...(^n--««-i) und F ciue 
ganze rationale Function von t^^t^y ,.. tn. Ist V eine symmetrische 
Function, so ergiebt sich flir F(a;,,a?2)-«'^») ^iu independenter 
Ausdruck durch die Coefficienten der Gleichung ft = 0. M. 

B. Vantin. Due problemi suUe funzioni simmetriche delle 
radice delle equazioni algebriche. vicenza, Burato. 
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indem man mit den Substitutionen von der Form 



Gruppe linearer Substitutionen von der Form 



eue 



com- 



Capitel 3. 

Elimination und Substitution, Determinanten, 

Invarianten, Covarianten. 

Camille Jordan. Sur la r^solution alg^brique des 
öquations primitives de degr^ p^ (p ötant prämier 

impair). Liouville J. (2). XIII. 111-136. 

In einer früheren Arbeit (Liouville J. (2). Xu) hatte der 
Verfasser gezeigt, dass für jede primitive durch Wurzeln lösbare 
Gleichung vom Grade p^ (wobei p ungerade ist), die Gruppe von 
Substitutionen, von welcher die Lösung abhängt, erhalten wurd, 

X x-\-a 

y y+«' 

X as-\-by 
y a^x+Vy 

binirt. Galois hatte nun die Yermuthung ausgesprochen, dass die 
Gruppen der gesuchten Gleichungen sich auf einen Typus zurttck- 
führen Hessen. Jordan ^eigt in diesem Falle, dass dies unrichtig 
sei und beweist die Existenz dreier Typen, auf deren einen jede 
der Gruppen zurückgeführt werden kann. No. 

A. Cayley. Theoreme relatif ä la thöorie des substitutions. 

0. ß. LXVIL 784. Mondes (2). XVIII. 318. 

Cayley giebt ein Theorem, welches die drei Sätze III, IV, V 
t. n, p. 260-263 in Serref s Cours d'algöbre sup6rieure umfassL 

No. 

0. Jordan. Sur deux nouvelles söries de groupes. 

C. R. LXVII. 229-233. 

Cayley. Addition to Memoir on the resultant of a system 

of two equations. Trans, of London CLVm. 173-180. Proc. of 
London XVL 156. 

Im lahre 1857 hatte Cayley in den Trans, of London 703-715 
Tafeln für die Besultanten eines Systems zweier Gleichungen ver- 
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öffentlicht. Die Goefficienten der Functionen waren ohne Binomial- 
Coefficienten. In diesem Aufsatze sind Tafeln gegeben, welche 
dasselbe ftir Gleichungen mit Binomial- Coefficienten leisten. 

No. 

Brioschi. II discriminante delle forme binarie del sesto 

grado. Brioschi Ann. (2). I. 159. 

Siehe Abschn. IQ, Cap. 2. 
0. Jordan. Th^or^mes g^n^raux sur les substitutions. 

0. R. LXVI. p. 836-837. 

Die drei Theoreme lauten: 

1) Zwei Substitutionsgruppen heissen isomorph, wenn jede 
Substitution der einen einer einzigen Substitution der andern, 
und jedes Product zweier Substitutionen dem Product der ana- 
logen Substitutionen entspricht : Ist nun G eine Gruppe von Sub- 
stitationen zwischen a?,, a?,, ... a?^, ferner F eine rationale Function 
derselben Buchstaben , sind Fj , F, , ... Fy deren Transformirte 
nach Ausführung der Substitutionsgruppe G; dann transformirt 
die Substitutionsgruppe G, auf die Functionen F,, ... angewandt, 
die eine in die andere und ist von gleicher Wirkung mit einer 
Substitutionsgruppe zwischen den v Functionen F^, .... Diese 
neuen Substitutionen bilden dann eine transitive Gruppe, die 
isomorph mit G ist. 

Umgekehrt lässt sich jede transitive und isomorphe Gruppe 
nach dem bezeichneten Verfahren bilden. 

2) Sei n eine ganze Zahl; dann haben die Functionen von 
k Buchstaben, welche in Bezug auf k—n Buchstaben symmetrisch 
oder altemirt sind, weniger verschiedene Werthe, als die, welche 
die Eigenschaft nicht haben. Ausnahmen kommen vor fUr kleine 
k. Der wichtigste Fall des Theorems ist & = 1, behandelt von 
Bertrand 1845. Setzt man &=2, so erhält man einen Satz von 
Serret. 

3) Eine Substitutionsgruppo G zwischen n + v Buchstaben, 
welche die alternirte Gruppe nicht enthält, kann nur vmal 
(i'> 12) transitiv sein, wenn 

1.2..-(v — l)<n« 
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oder wenn gleiclizeitig 

— 2 — <n'«'; «'<»— 1 

(wo a, a' die Anzahl der Primfactoren von n + 1, n' + l be- 
zeichnen) oder 

oder 

/2v — 3 A — 

Two g die nächst grössere Primzahl von — istj- 

Ist V sehr gross, so giebt die letzte Ungleichung als Grenze 
von n den kleinsten asymptotischen Werth; nämlich nahezu y^. 

Für 7<i'^12 ist n^3v; für 4<v^7, ist n^2vi 
ist 1^ ^ 4, so hat man n^v nach einem Theorem von MatUeiL 

fl. 

0. Hesse. Ein Determinantensatz. Borchardt J. Lxix. 818-382. 

Als Resultat einer kurzen Determinanten-Entwicklung ei^ebt 
sidi eine Formel, deren Specialisirung den Satz lidert: 

„Wenn eine Determinante A = S+ala] . . . aj gegeben ist, 

dA 
deren ünterdeterminante -5— verschwindet, so zerfällt A in zwei 

p 
Factoren derart, dass man hat 

dA 
Ist die Determinante symmetrisch und ^-^p verschwindet, so ist 

A das Quadrat einer linearen homogenen Function der n Yer- 
änderlicben aj := ai, a!; = «i, . . . *' (Siehe Weierstrass, Beri. 
Monatsber. 1858, p. 211.) No. 

C. Sardi. ün teorema sui detenainanti. Battaglini G. VL 

p. 357-861. 

Der Satz, dessen Beweis gegeben wird, lautet. Ist ^(m) ^ 
(a,— wj(a,— m,)...(a„ — lün), so ißt 
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«1 


0, • 






OT, 


]V#a • « 


. 0. 



ßs sdüiesieii sieh an den Beweis noch einige Anmerkungen über 
besondere Fälle u. s. w. No. 

M. DrETBiCH. üeber den Zusammenhang gewisser De- 
terminanten mit Bruchfunctionen. BorchardtJ.LXlX. 190-196. 

Entwickelt man rationale Burchfunctionen nach Potenzen der 
Veränderlichen, so lassen sich die Goefficienten als regelmässig 
gebildete Determinanten darstellen. Zu ähnlich gebildeten De- 
terminanten findet der Verf. die erzeugenden Functionen, 

No. 

^EUMAKN. Eine mathematische Abhandlung : üeber Vor- 
zeichenbestimmung in Formeln der Determinanten- 
theorie. — Anwendung auf die Herleitung des Syl- 
vesterschen und Jacobischen Satzes. Verallgemeine- 
rung des letzteren. Pr. d. R. st. Peter u. Paul zu Danzig. 1868. 

"G. Armenante. Sui determinanti cubici. Battaglini G. Vi. 

175-182. 

Im Sept. 1861 veröflfentlichte A. de Gasparis zu Neapel unter 
dem Namen Jean Blaise Grandpas (Anagramm) eine Abhandlung, 
in welcher zuerst der Begriff von Determinanten mit mehreren 
Indiees aufgestellt wArde. 1868 wurden seine Untersuchungen 
von Armenante und Padova aufgenommen, und auch er selbst 
sah sich dadurch veranlasst jene Arbeiten wieder fortzusetzen. 

Die Abhandlung von Armenante giebt die einfachsten Sätze, 
die Grundlagen der Theorie. Der VcrjEasser behandelt die cubi- 
schen Determinanten, d. h. die mit drei Indiees > welche sich in 
Form eiaes Kubus darstellen lassen, wie die gewöhnlichen in der 
For;in eines Quadrates. In a^^^a^^^...(lnun werden die ersten In- 
diees als fest betrachtet, die zweiten und dritten permutirt und 
die Vorzeichen nach der Cramerschen Regel bestimmt. Man er- 
hält (niy Glieder. Vertauscht man zwei der ersten Indiees ; so 
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bleibt die Determinante ungeändert; vertauscht man zwei der 
letzteren^ so ändert sie ihr Zeichen. Man kann fbr die cubischen 
Determinanten den Laplaceschen Zerlegungssatz nachweisen u. s. f. 
Schliesslich zeigt Armenante, dass das Product einer cubischen 
und einer gewöhnlichen Determinante wiederum eine cubische sti. 

No. 

E. Padova. Sui determinanti cubici. Battaglini G. VL 

182 - 190. 

Diese Arbeit schliesst sich derart an die oben erwähnte an, 
dass das Problem der Multiplication von Determinanten behandelt 
wird. „Das Product zweier Determinanten von n Indices ist eine 
Determinante von n + i Index". Der Beweis wird für » =r 2 und 
n = 3 in ziemlich umständlicher Weise gegeben. ( Er lässt sich 
sehr einfach allgemein geben). Es folgen einige Anwendungen 
cubischer Determinanten auf besondere Gleichungsformen. 

No. 

A. DE Gasparis. Sopra due teoremi dei determinanti 
a tre indice, ed un altra maniera di formazione degli 
elementi di un determinante ad m indice. Rend. di 

Napoli Vn. 118 - 121. 

G. Zehfüss. Ueber eine Erweiterung de ßegriflfes der 

Determinante. Frankfurt a. M. Hermann, 1868. 

Der Verf. giebt ausser den bereits in der Arbeit von Arme- 
nante erwähnten Sätzen noch Anwendungen auf die Bildung von 
Invarianten. Der Hauptsatz lautet: Welches auch der Grad (p—i) 
der homogenen Form 

r' = ^(a2«mr...)aj« ... etc. 

sein möge, wenn nur ihre Anzahl mit derjenigen der Veränder- 
lichen zunächst übereinstimmt, es wird stets eine simultane In- 
variante der Formen f erhalten, wenn man die Determinante 

bildet. No. 
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— — (ün Abonn^.) Exposö des principes ^l^mentaires 
de la th^orie des d^terminants k l'usage des 61feves 
de math^matiques speciales. Nouv. Ann. (2). Vii. 403. 

Die angeflihrte Schrift tlber die Prinzipien der Determinan- 
ten erinnert sowohl in der Anordnung des Stoffes, als auch in 
der Darstellung ausserordentlich an das bekannte Buch des Herrn 
Baltzer über die Theorie und die Anwendung der Determinanten. 
Neue Vorzüge hat Ref. in dem expos6 nicht entdecken können. 

Ht. 

P. Jordan. Sur les covariants et les invariants des 
formes binaires. C R. LXVI. 1117-1119. 

Siehe Aschn. III, Gap. 2. 

Aronhold. Neuer und directer Beweis eines Fundamen- 
talsatzes der Invariantentheorie. Borchardt J. LXix. 185-189. 

Der Verfasser zeigt ohne Voraussetzung irgend welcher Sätze 
der Invariantentheorie auf directem Wege, dass: wenn durch die 

Transformation Xk = xi^^ ^, -] 1- 4"^ f „ , (* = 1 , 2, . . . n) die Form 

F(x^^...Xn) in F'(|,,...^„) übergeführt wird, die Substitutions- 

coefficienten xi^^ von willkürlichen Parametern frei sind; voraus- 
gesetzt ist, dass F = eine allgemeine homogene Gleichung p*«" 
Grades ist (p > 2). Der eingeschlagene Weg führt zugleich zu 

dem Beweise, dass die partiellen Differentialgleichungen -5 — = 

(ixk 

(ft = 1, 2, . . . ») linear von einander unabhängig sind. 

No. 

A. Clebsch. Ueber eine Eigenschaft der Functionalde- 

terminanten. Borcharrdt J. LXIX. 355-358. 

Wenn man aus n-\-l hoinogenen Functionen mit n Veränder- 
liehen und gleich hoher Ordnung die Functionaldeterminanten 
bildet, und aus diesen wiederum die Functionaldeterminanten, so 
sind die letzteren bis auf einen gemeinsamen Factor den gegebenen 
Functionen gleich. Dieser Satz wird in der vorliegenden Arbeit 
bewiesen und für w = 2 und n = 3 jener gemeinsame Factor, 



46 



ü. AbBobnitt Algebra« 



(welcher vom Grade (w+l)(n— 2) in den Variabein und vom Grade 
w— 1 in den Coefficienten ist) wirklich hergestellt 

No. 

Gordan, Beweis, dass jede Co Variante und Invariante 
einer binären Form eine ganze Function mit nume- 
rischen Coefficienten einer endlichen Zahl solcher 

Formen ist. Borcbardt J. LXIX. 323-354. 

Siehe Abschn. HI, Cap. 2. 
J. Dale and R. W. Symes. Solution of the question 2367. 

Educ. Times. IX. 69-70. 

Sind ajp a:,, . . . Xn die Wurzeln der algebraischen Gleichung 

a^+6^ 0?«-^ + \ af"-'^ -I h6» = 0, so ist 

^b^ 56, dbn 



dx, ' 


dx^ 


dx, 


db, 


db. 


db„ 


(te, ' 


dx^ 


dXf 


db, 


db. 


dbn 



d<cj 



dx. 



dx. 



^Ay WO J die Discriminante. 



S. Roberts. Solution of the question 2587. Educ. Times. 
x.^*4d. 



Setzt man ao+^i*+io®'+ 



a. 



1.2' • 1.2.3 



»' + ••• = ''(»)? SO ißt 



der Coefficient von ir^»a?*>...a?«r in dem Producta 

eine Invariante, oder das Hauptglied einer Govariante derjenigen 
Function, welche aus ¥ entsteht, wenn man statt der Exponen- 
tialcoefficienten Binomialcoefficienten setzt. 

Bbioschi. Alcune proprietii degli invarianti di una forma 

del sesto grado. Kend. d. ist. Lomb. (^). 1. 197. 



Dritter Abschnitt 
Zahlentheorie. 

Capitel L 

Allgemeines (Primzahlen, complexe Zahlen, 
Congruenzen, Kreistheilung). 

O, W. Merrifield and Morgan Jenkins. Solution of the 

question 2558. Educ. Times. IX. 91-94. 

Eine von H. Goodwiu 1818 veröffentUchte Tafel enthält alle 
eigentliohen Brüche, deren Zähler ^50 und deren Nenner ^100, 
nach ihrer Grösse geordnet. Es wird bewiesen, dass 3 aufein- 

N N N 

ander folgende Brüche jt' n^' 'n' ^^^ Eigenschaft haben, dass 

1 t 3 

D, + D, 57 

C. W. MBRRiFiirLD. Solution of the question 2536. 

Edm. Times. IX. 86-86. 
Für ein sehr grosses x nähert sich die Anzahl der zwischen 
x—a und a?+a liegenden Primzahlen der Grenze — tt — > wo 
7 = 0,&7721... (Ettler'fl Gonstante). 

CüRTZE. Notes diverses sur la s^rie de Lambert et la 
loi des nombres premiers. Brioschi, Ann. (2). I. 285-295. 

Siefce Aböchn. V, Cap. 2. 
Akton. Die Elferprobe imd die Proben für die Moduln 

9, 13 und 101. Grunert Arch. XLIX. 241-308- 

Der erste Theil dieses Aufsatzes enthält die dmroh Beispiele 
erläuterten Begeln f)tr die Ausflihrung der Beehnungsproben, der 
zweite ihre mathematische BegrUndnng. No. 
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Öttinger. Ueber das Pell'sche Problem und einige da- 
mit zusammenhängende Probleme aus der Zahlenlehre. 

Grunert Arch. XLIX. 193-222. 

Der Verfasser wendet die Kettenbrüche auf die Lösung der 
Aufgabe x^—Ay^ = ^b an, und giebt am Schluss eine Tafel von 
X und y für die Werthe A = 2, 3, ... 20 und 6 = 1, 2, .. . 10. 

No. 

Öttinger. Ueber die Sätze von Wilson und Fermat und 
über dieTheilbarkeit der Factorenfolgen und Facultäten. 

Grunert Arch. XLVIII. 159-185. 

E. LiONNET. Note sur les diviseurs d'un nombre entier. 

Nouv. Ann. (2). VII. 68-71. 

Die aus den Anfangsgründen der Zahlentheorie hinlänglich 
bekannten Sätze über q){n) werden von Neuem bewiesen. 

No. 

Meyer. Ueber einige Sätze Lionnets. Grunert Arch. XLK. 

168-177. 

Halphen. Sur le caractfere biquadratique du nombre 2. 

0. R. LXVI. 190-193. 

Ein von Gauss in der Tbeoria residuorum biquadraticorum 
flir Primzahlen gegebenes Theorem wird erweitert. No. 

LiouvELLE. Extrait d'une lettre adress^e ä M. Le Besgue. 

Liouville J. (2). XIII. 1. 

Der Brief bezieht sich auf ein zahlentheoretisches Problem 
von Jacobi. No. 

Cayley. Specimen Table M=:a" b^ (Mod. N) for any 
Prime or Composite Modulus. Quart. J. IX. 95-96. 

Le Besgue. Sur une identit6 qui conduit ä toutes les 
Solutions de T^quation f=x^+y'^+z'^. C R. LXVI. 396-398. 

. Die Identität ist folgende 
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Vusser auf die oben angegebene Aufgabe, welche durch diese 
?ormel gelöst wird, da die rechte Seite als Summe zweier Qua- 
irate darstellbar ist, lässt sich die Identität noch zum Beweise 
mderer Sätze benutzen, z. B.: dass der Divisor der Summe zweier 
Quadrate wieder die Summe zweier Quadrate ist, dass jede Zahl 
ils Summe von 2, 3 oder 4 Quadraten darstellbar ist u. s. w. 

No. 

Li. Matthiessen. Auflösung einer Aufgabe von Prinz 

BonCOmpagni. Schlömilch Z. XIII. 348-350. 

Es wird in der Aufgabe die Lösung der Gleichung 
x'+(x+ry+(ix + 2ry+''' + {x + (n'-iyy = y' 
n ganzen Zahlen verlangt. Im XI. Bande von Schlömilch's Zeit- 
schrift ist von H. Gantor in Heidelberg ein Referat über eine 
Liösung von A. Genocchi gegeben. Der Verfasser giebt eine 
indere sehr einfache Behandlung. No. 

jRAssMANN. Lösung der Gleichung x^+y^+s^+i^ = in 

ganzen Zahlen. Grunert Arch. XLIX. 49-50. 

S^. Trudi. Sulla forma quadratica de' fattori irreduttibili 
delle equazione binomie. Brioschi Add. (2). IL 150-167. 

In der Einleitung giebt der Verfasser einen kurzen Abriss 
Qber die Entwicklung und Ausdehnung des von Gauss aufgestell- 
ten Satzes, dass, wenn n eine Primzahl ist, die primitiven Wurzeln 
ron ic»— 1 = in der Form f(n) = Y(ixy±nZ(^xy darstellbar 
seien. Der erste Theil der Arbeit ist eine freie Bearbeitung des 
Dirichletschen Aufsatzes ttber denselben Gegenstand. Es ist in 
diesem Theile der Satz für w' = p,.p2...Pff erweitert, wenn die p un- 
gleiche und ungerade Primzahlen sind. Ist nun n=^ q.p^p^...pe 
= q.n'j wo q ein Product der p ist, also keinen neuen Primfactor 
einiUirt, so ist, wie im zweiten Theile der Arbeit gezeigt wird, 

f(in) = YCx9y±n'Z(ix9y, 
und wenn » = 2gp, .pj...pfi = 2n' ist, so wird f(n) aus /*(«') da- 
durch abgeleitet, dass a: in — a; verwandelt wird. Man hat also 
für die Formen n = qn', n = 2n', n = q.2n' die Darstellungen 

/•(«) = r±n'Z'. jj^^ 

Fortscbr. d. Math. 1. 4 
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N. Trudi. Appendice alla Memoria sulle equazione 

binomie. Rend. di Napoli. VII. 99-100. 

Genocchi. Intorno ad un teorema di Cauchy. Brioachi 

Ann. (2). IL 216-219. 

Aus dem letzten angeführten Resultate in der obigen Arbeit 
von Trudi zog dieser den Sehluss, dass folgendes von Cauchy 
(G. R. X. 181) ohne Beweis aufgestellte Resultat unrichtig sei: 
Ist n von einer der Formen 

so ist f(n)=Y^-{-nZ^. Trudi übersah, dass dies Theorem auch 
neben dem seinen bestehen könne. Genocchi fahrt dies aus und 
giebt zugleich mehrere Beispiele für Caucby's Satz. Ausserdem 
spricht er diesem die Entdeckung eines Satzes zu, der von Trudi 
für Dirichlet in Anspruch genommen war. No. 

- — — Sur un th^or^me de Cauchy prösent^ par M. 
Hermite. C R. Lxvn. 1035-1037. 

G. Jung. Sopra alcuni teoremi di Gauss intorno alla 
teorica della repartizione del circulo. Battaglini G. VL 

67-81. 

Die Arbeit ist, wie dies Jemand, welcher es bereits weiss, 
aus der Einleitung herauslesen kann, eine UebersetzuDg des Di- 
richletschen Aufsatzes. Die Uebersetzung ist getreu. 

No. 

Frederick Pollock. On the Mysteries of Numbers 

alluded to by Fermat. Trans, of London. CLVin. 627-640. 
Proc. of Lond. XVL 251-254. 

Der Verfasser geht von dem Fermatschen Satze über die 
Zerlegung jeder Zahl in 4 Quadrate aus und untersucht die 
Eigenschaften der algebraischen Summen dieser Wurzeln. Er 
zeigt z.B., dass für die Zahlen der Reihe 1, 3, 7, 13, 21 (deren 
Gesetz ersichtlich ist) die Wurzeln n, n, n, n+\ sind und dergl. 
mehr; die hierbei hervortretenden Verhältnisse dürften aber wohl 
nicht als werthvoll angesehen werden. No. 
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Stern, üeber einige Eigenschaften der Trigonalzahlen. 

Borchardt J. LXIX. 370-380. 

Nimmt man die Reste der ersten p — 2 Trigonalzahlen (p 
sei Primzahl) nach p, so werden sich alle Reste mit Ausnahme 

des mittleren von ^-- — herrührenden, wiederholen. Diese ^^5— 

so hervortretenden Zahlen heissen „die trigonalen Reste'^. Es 
wird nun die Theorie derselben in gleicher Weise durchgeffthrt, 
wie . dies mit den quadratischen Resten der Fall ist. Schliesslich 
wird mit Hülfe dieser Betrachtungen der Beweis zu einem Eisen- 
stein'schen Satze (Grelle J. XXVII. 283) geliefert. No. 

Genocchi. Intorno ad alcune fornie di numeri primi. 

Brioschi Ann. (2). II. 256-267. 

Der Verfasser geht von der Betrachtung der Ausdrücke 

(a+^6)* =Ak + BkVb aus. Erfindet, dass JBmn durch B^ theil- 

B 

bar sei, und dass -^ mit Jffm keinen anderen Factor gemein 

haben könne, als Theiler von n. Wenn femer Et das niedrigste 
durch die Primzahl p th eilbare B ist, so sind £2;^, B^k, ••* die 
einzigen B, welche ebenfalls durch p theilbar sind. Je nachdem 
nun b quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, ist Bp^i oder 
Bp+i durch p theilbar. Es ergiebt sich weiter, dass wenn B«„ 
ohne Rest durch eine Primzahl p theilbar ist, und w = n*-^ ist, 
wobei n ebenfalls eine Primzahl sein soll, dann je nach dem 
ersten oder zweiten Falle des Restes oder Nichtrestes p = «•»+! 
oder = «•» — 1 sein wird. Von diesem Satze werden verschie- 
dene Anwendungen gemacht, z. B. auf das Fermat'sche Theorem, 
betreffend die Auflösbarkeit der Gleichung 

2n = x' + y' + !^^ 
durch ganze Zahlen, wenn n eine Primzahl von der Form 8&— 1 
ist. Endlich werden noch Sätze über die Zahlen £„» abgeleitet, 
wenn m eine beliebige zusammengesetzte Zahl ist. No. 

C. Traub. Theorie der sechs einfachsten Systeme com- 
plexer Zahlen. Erster Theil, zweite Hälfte. Pr. Lyc. 

Mannheim 1868. 

Es wird nöthig sein mit einigen Worten der ersten Hälfte 

dieser Arbeit Erwähnung zu thun. Ist die complexe Zahl t+u^D 

4* 
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gegeben, so ist ihre Norm A'C^+w/D) = *•— Dt«'. Nur wenn 
I>=— 1, —2, —3, -}-2, +3, +5 ist, schliesst sieh die Operation 
der Aufsuchung des grössten gemeinsamen Theilers zweier 2iahlen 
des Systems. Einheiten heissen die Zahlen, welche alle Zahlen 
des Systems theilen. Wird eine Zahl m mit allen Einheiten mul- 
tiplicirt, so bilden die entstandenen Zahlen eine Gruppe (m). Ge- 
rade oder ungerade heissen complexe Zahlen, je nachdem ihr 
Modul gerade oder ungerade ist. In der zweiten Häljfte wird der 
Begriff „einfache Zahlen" aufgestellt, als solcher, die nur durch 
Einheiten theilbar sind, und zweier relativ einfacher Zahlen, als 
solcher, die ausser den Einheiten keinen gemeinsamen Theil^r 
haben. Die Anzahl der zweigliedrigen und ebenso der einglie- 
drigen einfachen Zahlen -bei beliebiger Determinante ist unend- 
lich gross. Nur einfache Zahlen können die Eigenschaft besitzen, 
dass m,m^ nicht durch die einfache Zahl p theilbar ist, wenn 
es weder m noch m^ sind, und dass wenn m.m^ durch p theilbar 
ist, m oder m^ es sein muss. In diesem Falle heissen die em- 
fachen Zahlen complexe Primzahlen. Bei weiteren Untersuchungen 
über die primitiven Wurzeln für eine eingliedrige Primzahl als 
Modul werden ähnliche Verhältnisse nachgewiesen, wie sie im 
Gebiete der reellen Zahlen stattfinden. Es wird die Aufgabe des 
grössten gemeinsamen Theilers zweier Zahlen aus einem der 6 
Systeme noch einmal behandelt; dann schliesst das Heft mit An- 
gabe der Kennzeichen für Primzahlen und mit einer Tabelle 
derselben für jene 6 Systeme. No. 

H. Grassmann. Verschiedene mathematische Bemerkun- 
gen. Bildung rationaler Dreiecke. Grunert Arch. XLix. 1-2. 

Man bezeichne mit p den halben Umfang eines Dreiecks, mit 
Q> Qn Qu Ps ^^®P- ^^® Radien des eingeschriebenen und der an 
die Seiten a, h, c angeschriebenen Kreise und setze p — a=p,, 
p — h=^p^y p — c = p^. „Wählt man aus den zwei Gruppen 

Py Pi> Ptj Ps ^ßd Q> ßi) Qtj Ps drei beliebige Grössen aus, die 
jedoch nicht alle derselben Gruppe angehören und so, dass nicht 
Py mit Qy zusammen kommt, so wird das Dreieck stets rational, 
sobald die drei gewählten Grössen in rationalem Verhältniss 
stehen.*' M. 
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J. HoRNER. On Triads of Once-Paired Elements. Quart. • 

J. IX. 15-18. 

Wacker. Die Lehre von den Decimalbrüchen. Pr. d. 

Friedr.-Sch. z. Marienwerder 1868. 

Cayley and Jenkins. Solution of the question 2743. 

Educ. Times X, 88 u. 89. 

Ist p eioe Primzahl, und sind m und n irgend welche ganze 
Zahlen, so erhält man die höchste in ■ ^\ /^ enthaltene Po- 
tenz von p, wenn man die Summen 



<j)+<r)+-+<f)+<7) 



+ 



bildet, wo E das bekannte Zeichen ftlr die grösste ganze Zahl. 
Der Index der gesuchten Potenz von p ist nämlich diejenige Zahl, 
welche ängiebt, wie oft man borgen muss, wenn man die zweite 
Summe von der ersten subtrahirt. 

W. H. Walenn. On Unitation; a novel Arithmetical 

Operation. Phil. Mag. (4). XXXVI. 346-348. 

Eine Verallgemeinerung des Satzes: „Jede Zahl giebt durch 
9 dividirt denselben Rest wie die Quersumme", ist folgender Satz: 
^Sind u die Einer, t die Zehner, s die Hunderte etc. einer ge- 
gebenen Zahl, und ist 3 eine ganze Zahl < 10, so lässt die ge- 
gebene Zahl, durch d dividirt, denselben Rest wie die Zahl 

Wendet man, bei Bestimmung des Restes, diesen Satz wiederholt 
an, so gelangt man schliesslich immer zu Einheiten; deshalb 
nennt der Verfasser diese Operation Unitation. In der Praxis 
lässt sich das Verfahren noch vereinfachen. Der Einheitsrest 
(unitate) einer unbekannten Zahl kann gefunden werden, wenn 
eine bekannte Zahl mit dieser durch bekannte directe arithmetische 
Operationen oder durch inverse Operationen verbunden ist, wie 
an Beispielen erläutert wird. M. 
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Capitel 2. 
Theorie der Formen. 

G. Cantor. Zwei Sätze aus der Theorie der hinären 
und quadratischen Formen. Schlömilch z. xm 26l-26a 

Die Arbeit enthält den Beweis zweier von Göpel gefundenen, 
Ton Jacobi (Grelle J. LV) reproducirten Sätze. Dieselben lauten: 
I) Ist Z> = p oder =2p, und p eine Primzahl 8» + 3, und be- 
zeichnet man mit q>, y; eine von den Darstellungen der Zahl D 
in der Form D = (p^+2tp^, in welchen xp^l mod.4 (wenn D=p) 
und ip^l oder ^3 mod. 8 (wenn D = 2p), so ist die Form 
{^2yf,(p,xp) äquivalent der Form (1,0, —jD). — U) Ist D=p 
oder = 2p, und p eine Primzahl von der Form 8» + 7, bezeichnet 
man mit (p, xj) eine von den unendlich vielen Darstellungen der 
Zahl D in der Form I> = y*4:2v', iu welchen ^^=1 mod.4 
(wenn D = p) und yj^l oder ^ 3 mod. 8 (wenn D = 2p) , so 
ist die Form {2tp,(p,yj) äquivalent der Form (1,0, — -D). 

No. 

Battaglini. SuUe forme ternarie di grado qualunque. 

Rend. di Napoli. VII. 108. 

Stephen Smith. On the Orders and Genera of Qua- 
dratic Forms containing more then three indetermi- 

nates. Second Notice. Proc. of London. XVI. 197-208. 

Eine Fortsetzung der Arbeit gleichen Titels in den Proc. of 
London XIII, 199, welche die Principien enthält, nach denen die 
quadratischen Formen in Ordnungen und Klassen eingetheilt 
werden. M. 



Weierstrass. Zur Theorie der bilinearen und quadra- 
tischen Formen. Berl. Monatsber. 1868. 310-338. 

Es seien zwei bilineare Formen derselben 2n Veränderlichen 
gegeben 

P = JSAaßXayßy Q = ^Baßx^yß. 

aß aß 
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Bildet «an die Determinante [P,0] der Form pP+qQ, so lägst 
dieselbe sidi als Produet von Faotoren in der Form 

darstellen, (ap + bq) sei einer dieser Faetoren, / der Exponent 
der höchsten in [P, 0] aufgehenden Potenz desselben. Ferner 
bedeute /(*) den Exponenten der höchsten Potenz von ap-]-bq, 
durch welche alle aus den Elementen von [P, Q] gebildeten 
Unterdeterminanten (n-A)'^*^ Ordnung theilbar sind. Setzt man dann 

so sind die e^ e'^ ... e^'^-') positive Zahlen, und man hat 
(ap + bqy = dap + bqy (ap + bqY . . . (ap + bqY^'"^^. 

(Je) 

Jeder Factor (ap + 6gy heisst Elementartheil er von [P, 0]- 
Die Bedeutung der Elementartheiler erhellt aus Folgendem. Gehen 
die Formen P und Q durch Transformationen 

•C| -^ J^ /»ly Uy > ... Xn =^ ^g^ flny Uy ^ 

r y 

Hl = ^»lyCy, ... yn ^^^ £finy^yy 

in F und Q' über, so haben [P,0] und [P',0'] dieselben Ele- 
mentartheiler. Der Beweis dieses Satzes bietet geringe Schwierig- 
keiten ; der Beweis der Umkehrung desselben beruht darauf, dass 
P und Q in Formen der Veränderlichen X;^, Yi^ transformirt 
werden , welche durch die Elementartheiler von [P, Ql bestimmt 
sind. Man erhält, wenn man 

£ Xx^Yxy mit CXxYx\ 

bezeichnet 

P==£lax (X, Yx)e^ -h(Xx FO.^-i] , 

Q = 2\hx{Xx Yx\^^g(Xx Yx\^il 

Wichtig ist dabei, dass 

a?a = 2: («V) Xxn > yß = 2: (/?^v) Yxy 
ist, und dass umgekehrt die X;^ als lineare Functionen der Xa, 
die Yxr als solche der yß auftreten. Besitzt also [P', 0'] der Formen 

P' = JSAaß Uat)ß, Q' = 2 Baß UaVß 

aß aß 

dieselben Elementartheiler wie [P, 0] , und man wandelt P' und 
Q' (in ähnlicher Weise wie oben P und 0) in eine Form von 
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Vxfjt und Vxy nm, so werden diese Grössen mit den entspredi^h 
den Xx^ und F;^ ttbereinstimmen ; die a?, ...a?„ verwandeln sieh 
dadurch in homogene lineare Functionen von Ui . . • t»»^ y^ ...y. 
in eben solche Functionen von Cj . . . i?„ und zugleich P in P' 
und Q in Q\ 

Die eben angeführten Zahlen e^ . . . e^ und die Constanten 
a^b^ . ..a^h^y g, h unterliegen nur den Bedingungen 

«iH h^e = ^^ 9(^i + hb^ = 1, ... ga^+hb^ = 1; 

sind diese erfüllt und wählt man für die X beliebige lineare 
Functionen von x^ . . .Xn, fttr die Y beliebige lineare Functionen 
von y, . . . y« , so erhält man aus den obigen Formeln ein Formen- 
paar F, Q, fUr welches die Determinante [P,0] die Eiern entartheiler 

hat. Als Anwendung dieses Satzes ergiebt sich : Damit es mög- 
lich sei, die Formen F, Q in der Gestalt 

P=a,XJ,+a,X,Y, + '- + anXnY^, 

(? = 6,x, F,+6.x,r,+...+6.x„r. 

auszudrücken, wobei die X lineare Functionen der x^ die Y lineare 
Functionen der y sind, ist es noth wendig und hinreichend/ dass 
jeder lineare Theiler von \P, 0], wenn er / mal als Factor darin 
enthalten ist und /> 1 ist^ auch ein gemeinsamer Theiler aller 
Unter -Determinanten (n — / + 1)*^' Ordnung von [P, 0] sei. 

Aus den so entwickelten Sätzen über bilineare Formen er- 
giebt sich eine Reibe analoger Theoreme flir quadratische Formen. 
Aus diesen sei nur erwähnt, dass ^ und O sich gleichzeitig 
unter der Form 

^ = a,XJ+... + a„X», = 6.X^+... + 6«X» 

darstellen lassen, wenn die Coefficienten von % Q reell sind und 
unter den Formen p^-\-qO> irgend eine sich findet, welche bei 
reellen Werthen von x^ . , . Xn nur gleich Null werden kann, 
wenn diese Grössen selbst sämmtlich verschwinden. Unter diesen 
Bedingungen besitzt die Determinante [^, D] von p^ + 9^ noth- 

wendig n Elem entartheiler und die Quotienten — sind alle reell. 

ax 

No. 
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Kronecker. Bemerkungen zu der Arbeit von Weier- 
strass: „Zur Theorie der quadratischen und bilinearen 

Formen". Berl. Monatsber. 1868. 339-346. 

Sind q> und %ff quadratische Formen der n Variabein x^j 

a;, ...o;», so stellt uqi-\-t\p flir alle verschiedenen reellen Werthe 

des Verhältnisses u\t> eine Seh aar von quadratischen Formen 

dar. Solcher Schaaren giebt es zwei wesentlich verschiedene 

Arten. Die erste Art enthält „bestimmte Formen" (formae de- 

finitae) von n Variabein, deren Determinante von Null verschieden 

ist; die zweite Art enthält derartige Formen nicht. Jede Schaar, 

ieren Determinante einen complexen Linearfactor hat, gehört zur 

Bweiten Art; für Schaaren der ersten Art besteht die bezeichnete 

Determinante aus lauter reellen Linearfactoren. Jede solche 

Schaar der ersten Art lässt sich unter die Form bringen 

wobei imter tij, ©,, ti,, c, ... n», c» nur positive reelle Grössen 
verstanden zu werden brauchen, während die is^, s,, . . . z^ homo- 
gene lineare reelle Functionen der Variabein x bedeuten. Aus 
diesem Ausdrucke der Schaaren erster Art lassen sich alle be- 
kannten Eigenschaften derselben ableiten, namentlich das Vor- 
kommen jedes in der Determinante mehrfach enthaltenen Linear- 
factors in den Unterdeterminanten. 

Dieselbe Form gilt femer ftlr diejenigen Schaaren der zweiten 
Art, deren Determinante aus lauter verschiedenen reellen Linear- 
factoren besteht. Zu den Schaaren der zweiten Art gehören auch 
jene Schaaren (uy+ui/'), deren Determinante identisch verschwin- 
det. Für diese wird als allgemeiner Ausdruck gefunden 

(ux\ + ex'^)q>\-\ ]r(UX„,^t>Xrn--y)(pfn+U<b + ^^f, 

in welchem x\ , a?', , . . . jj^-i lineare Functionen von a?,, x^ ... a:«, 

femer O und ^ quadratische Formen von a?L+i . . . x^^i und 

endlich y', , y, > .• ffm homogene lineare Functionen derselben 
(fi— w— 1) Variabein bedeuten. 

No. 
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Clebsch e Gordan. Sulla rappresentazione tipica delle 
forme binarie. Brioschi Ann. (2). I. 23-79. 

Der Zweck der Arbeit ist der, die binäre Form fOnften Grades 

in typischer Form darzustellen, d. h. so, dass die Coefficientni 
der neuen Form Invarianten werden, wenn man zwei lineare 
Covarianten als Veränderliche einfllhrt. Bildet man die Inva- 

rianten i und j der Form vierten Grades i(«|-g^+«t ^ j » 
so sind 

^ — »II *«t *ia) 

die drei Invarianten von u, deren Ordnung beztlglich 4, 8; 12 iit 
Dabei ist ^ = 20*,iJaa—i?a)- Ferner sei ^S- = t.r, —t^»,, so 
findet man 

Weiter führen wir die lineare Covariante 

« = «i^i + «t«2=K«,tJtt-2f„j\,+ sJ„) 
ein, ebenso 

2M = f,, aj- 2»„ «j «, + i„a^, 
2JV=T,,aJ-2T,,a,a, + T„a*, 
2Ä = ^,, « J -2^,, a,a, +!?•„«:, 

dann erhält man die Relationen 

B' = - QAN'- 2BMN+ CM*^, N = {(AC- B'), M = AB^ dC, 

und wenn y = iCt?*! «»"""i^a) ^s*- 

R = y,a^-a,y,, S = AN- BM, T=CM-BN, MT+NS == -i'- 

a und y können auch als die rationalen Factoren von Mt—^^ 
definirt werden. Für u erhält man schliesslich die typische Form 



B\ii = (B-.^)y^^5(iV-^y« 
y^a^-10(iV'-^)y'a^ 

+5(«r_»t«5«),.--(»f+r+i™^5!=2£),.. 



10-;: 
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S» werden hierauf die Specialfälle Ä = 0; Ä = 0, M=0] « = 
loehandelt. Für die Form sechsten Grades wird eine ähnliche 
Transformation vorgenommen ; die betreffenden Formeln aber hier 
aufzustellen, würde zu weit führen. No. 

Gordan. Applicazione della Memoria „Sulla rappresenta- 
zione tipica delle forme binarie" all' equazione modulare 
della trasformazione di quinto ordine. Brioschi Ann. (2). 

I. 367372. 

Die Resultate der eben besprochenen Abhandlung werden 
»uf die von Jacobi in den Fundamenta gegebene Gleichung 

mgewendet Es ergiebt sich, dass die Gleichung vermittels der 
Substitution 

5 = » 

Ibergeht in die Form 

^•+5i5*+15»'--5 = 0. 

No. 

BkiOschi. II discriminante delle forme binarie del sesto 

grado. Brioschi Ann. (2). I. 159. 

Eine auf die obige Arbeit von Glebsch und Gordan bezüg- 
liche Bemerkung. No. 

P. Jordan. Sur les covariants et invariants des formes 
bir>aires. 0. R. LXVI. Iil7-lll9. 

Cayley hatte in seiner zweiten Arbeit „üpon quantics" (Trans. 
E^f Lond. CXLVI. 101) die Vermuthung ausgesprochen, es gäbe 
kein endliches System von Invarianten und Covarianten, so dass 
Kxian durch sie jede andere Invariante oder Covariante als ganze 
t\inctionen jener mit numerischen Coefficienten ausdrücken könne, 
üordan giebt solche Systeme für binäre Formen von beliebigem 
Grade an. No, 
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Gordan. Beweis, dass jede Oovariante und Invari 
einer binären Form eine ganze Function mit ni 
rischen Ooefficienten einer endlichen Anzahl sol 

Formen ist. Borchardt J. LXIX. 323-354. 

Gordan löst in diesem Aufsatze die von Cayley aufgewo 
eben erwähnte Frage. Die gegebene Form f sei symbolisch ( 

(a, a?, + a, a?,)» = al 

bezeichnet. Bildet man nach dem bekannten Verfahren, we 
dazu dient, aus zwei bekannten Govarianten von f, etwa tp un 

welche symbolisch durch 9^ und t/z^ bezeichnet seien, die 
fachsten neuen Govarianten und Invarianten zu finden, die Fo 

(W)' - »^"V^""^ (W)' etc. 

so sagen wir, sie seien durch die O**', 1***, 2*^ ... Uebereinai 
Schiebung von q> und \p entstanden. Es wird dann bewi 
dass alle Formen von f lineare Functionen mit numeriscbei 
efficienten von Formen sind, die mittelst wiederholter Uebc 
anderschiebung aus f entstehen. Nun werden die durch U 
einanderschiebung entstehenden Formen in dieser Reihen 
gebildet: (/]r)" = *,., ^0' = *«, (/n' = Vs ••• ferner 

welche mit &3, , Aj, ... bezeichnet werden, u. s. w. für Foi 
4ter^ 5**', . . . Ordnung. Die in dieser Anordnung vor fta stehe 
Formen heissen frühere. Wir lassen alle diejenigen aus, we 
lineare Gombinationen mit numerischen Goefficienten früherer 
men k sind. Die übrig bleibenden bezeichnen wir durch T. E 
den T besteht dann keine lineare Relation und jede Govari 
und Invariante von f kann (aber nur auf eine Weise) in die F 
gebracht werden 

Wird nun eine Form W definirt durch 



Capitel 3. Eettenbrüche. 61 

tnn (bc) = 6j c, — 6, c^ ist, und setzt man 

ißt die Form (T^ /")*, wenn überhaupt eine Form T, dann eine 

leare Function von früheren Formen T und Formen W. Es 

ird darauf ein vollständig bestimmtes endliches System von Co- 

irianten und Invarianten der Form f aufgestellt, durch welches 

ßh alle zu f gehörigen Formen T ausdrücken lassen. Die Anzahl 

)r Formen des erhaltenen Systems wird als eine endliche nach- 

^wiesen, und endlich gezeigt, dass jede Covariante und Invariante 

m /'eine ganze Function der Formen des endlichen Systems mit 

imerischen CoefScienten sei. Dieses flir den allgemeinen Fall 

ifgestellte System ist nicht das kleinste denkbare, so dass noch 

ele Formen des Systems als ganze Functionen anderer darstellbar 

nd. Der Verfasser giebt nun für Formen fünften und sechsten 

rades nach Ausführung der eben erwähnten Reduction ein mög- 

chst kleines System von Grundformen. 

No. 



. Capitel 3. 
Kettenbrüche. 
. Lieblein. Zur Anwendung der Kettenbrüche. Schiö- 

milch Z. XIII. 63 - 72. 

Ist der Eettenbruch 
Pn-i a^ 



g«-i , , a, 



K + 



K + '-. + ^nil 



gegeben, so sind die Formeln für p, , p, , . . . , ^, , ^^ , . . . bekannt. 
^^ diesen kann man umgekehrt a, , a, , . . . , 6, , 6^ , . . . als 
Functionen der p und q ausdrücken und erhält, wenn 
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bezeichnet, die Formel 

(P>»-igt):(P.g,) 

^ (Ptg3)'(Ptg.) 

Cn n^-Cn ff ^ j XPsgJ'Osgt) t 

V.P3 9J-V.P«?iJ + 7— "YTT-— T + . 

CPi.-1?*-3)...(P«-»9— 3) 

Dieser Kettenbruch wird durch Einführung neuer Grössen in einei 
andern umgewandelt, bei dem sämmtliche Glieder Quotienten von 
Determinanten m*^" Grades sind. Wendet man nun anf mehi^re 
auf einander folgende Glieder die bekannten Regeln bezüglieh 
der Eettenbrttche an, so erhält man einen Satz, der verallge- 
meinert lautet: „Wenn man aus einem Systeme von n Elementen- 
reihen zu je m Gliedern (n > m) alle Determinanten m*®" Onules 
ableitet, deren Systeme dieselben k Reihen besitzen , so smd 
durch die Werthe von (m — k)(n — tn)-\-l von einander unab- 
hängigen Determinanten die Werthe aller übrigen vollständig be- 
stimmt/' Für m = 3 haben die Determinanten bekanntlich geo- 
metrische Bedeutung; man erhält unter anderen Sätzen , dass, 
wenn von den dreiseitigen Pyramiden, welche durch ein System 
von n Punkten des Raumes bestimmt sind, irgend 3n — 11 von 
einander unabhängige ihrem Inhalte nach gegeben sind, die übri- 
gen daraus berechnet werden können. 

No. 

C. G. J. Jacobi. Allgemeine Theorie der kettenbruch- 
ähnlichen Algorithmen, in welchen jede Zahl aus drei 
vorhergehenden gebildet wird. (Aus den hiuterlasseDeo 

Papieren nütgetheilt durch E. Heine.) Borchardt J. LXIX. 29-64. 

Seien a, a^y a^ unbestimmte Zahlen; l, m, Z^, m^ ... ge- 
gebene Grössen; ferner 

öj = a -|- / Äj + wi a, , 

«5 =«t+^2Ö3 + »«,Ö4> 
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80 kann man umgekehrt finden 

a = pi a< 4- ji 0,-1-1 + r< 0^+2 ; «i = P»« +P»Öi +^v ^*' 
«i = P< a< + 9< ö,+i + r- a,+2; a,+i = Pi+ia+P<+ia| + Pi+ia„ 
«j = PiOi + Ji Ö.+I +n a.+2; «1+2 = Pi+2a+Pi+2a, + P<+2a,. 
Die Determinante dieser Systeme ist = + 1. Jedes P,, P*, P< 
kann linear berechnet werden aus den drei vorhergehenden oder 
folgenden bez. P, P', P"; die p^ qi, ri aus den zunächst vor- 
hergehenden oder folgenden p, q, r. Den obigen Formeln ent- 
sprechend lassen sich^ndere aufstellen, welche die a^ a^+i} ai.{.2 
nicht auf a, a^^ a^j sondern auf drei beliebige frühere a«, a^t+i, 
ak-^2 zurtlckftlhren. 

Sind nun ti^ , t?^ , u?o drei positive Grössen, deren grösste u?« 

ist, L und m. die den Brüchen -^, -^ nächst kleineren ganzen 
Zahlen, und setzt man 

und bestimmt ähnlich /, und m^ u. s. w., dann nehmen Ui und 
Wi mit wachsendem i beständig ab, und die nach den obigen 
Pormeln gebildeten Brüche 

P«4-2 P»+2 

werden zwei mit demselben Nenner behaftete Näherungswerthe 
für die Grössen -^ und — • Es wird darauf u^ als ganze Zahl, 
Vq und iDj, als Ausdrücke von der Form 

angesehen, wobei x eine reelle Wurzel einer irreductiblen Glei- 
diimg dritten Grades ist; ebenso 

*#w.+i = fiCVi— hui) , A, tJ,+i = fi («>.—• mit*.), 

wobei /i der einfachste Factor ist, der Vi — kui zu einer ganzen 
Zahl macht, ft. die grösste ganze Zahl, welche alle diese Pro- 
ducte theilt. Die vorigen Formeln müssen also so verändert 

werden, dass man -=J-, -—, -—für fi<, i?,, Wi setzt, wenn 

r,- Pi ti 



_/"./; /; 



F< = i2--ii 



1 



»0 ft| »•-; 
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ist. Wenn ii< = i/^, t?< = t?^,, «?< = u>^j so wird die Norm von Fi 
gleich Eins. 

Als Resultat der weiteren Ent Wickelungen folgt: Es sei 

so sind die Zahlen 

so beschaffen, dass in Bezug auf dieselben als Moduln die eubi- 
schen Gleichungen, deren Wurzeln ü^ und w^ sind, gelöst werden 
können, und es werden resp. — a,- und — -6,- die Werthe der 
Wurzeln dieser Congruenzen. Ist insbesondere 

8 3 

SO sind die Zahlen — , ,, ' ,, -j- solche, von denen n cubisdier 

ßin—ßi Vi 
Rest ist, und es werden 

a/-f-n, 6? + n' 

durch — ; ,^ ' ., y- theilbar. Auf diesen Satz wird die Ent- 
ßi-n —Pi Yi 

Wickelung der reellen Wurzel einer cubischen Gleichung dnrck 
kettenbruchähnliche periodische Algorithmen gegrtlndet 

No. 

P. Seeling. üeber die Formen der Zahlen, deren Qua- 
dratwurzeln, in Kettenbrüchen dargestellt, Perioden 
von einer gewissen Anzahl Stellen haben. Grunert Ardi 

XLIX. 4-44. 

Bezeichnet n die grösste in der Quadratwurzel ^A enthaltaic 
ganze Zahl, so erhält man für die einstellige Periode (n,2n,2n, ...)i 
von der Form n'+ 1. Für die zweistellige Periode (n; a, 2n;a,2n;».) 

2n \ 

ergiebt sich A=Ti'-\- — ; für die dreistellige (n; a,a,2n;a,a,2n;»>'} 

A = w'+ ^,^. , > etc. Der Verfasser giebt diese Formen bis zur 

a + 1 

siebenstelligen Periode. Hieran schliesst sich eine Tabelle d^ 
Nenner in der Kettenbruchentwickluug der Quadratwurzeln aus 
den Zahlen 2 bis 602. In den „Zusätzen^' wird an den gegebenen 
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rormen fftr die Perioden mit ungrader Stellenzahl nachgewiesen, 
lass sie = 4m -)- 1 oder Am -{-2 sind, und gezeigt, dass sich alle 
l^efundenen Formen der A auseinander herleiten lassen. 

M. 

D. Gr. J. Jacobi. Ueber die Auflösung der Gleichung 
aus den hinterlassenen Papieren mitgetheilt voo E. Heine. 

Borchardt J. LXIX. 1-28. 

4 

Die Aufgabe ist folgende : Es sollen für die n variabeln ganzen 
Zahlen x^^ . ^. Xn mittelst linearer Substitutionen n andre variable 
ganze Zahlen eingeführt werden, und es soll eine der Relationen 
die oben stehende Gleichung sein, in welcher a,, a,, ... a» ge- 
gebene ganze Zahlen, f ihr gemeinsamer Theiler, u eine der 
neuen Variabeln ist. Zwei sich so entsprechende Systeme ganzer 
Zahlen heissen äquivalent. Nach einigen Vorbemerkungen folgen 
4 particulare Lösungen. 

Zuerst kann man durch Division /* zu 1 machen. Die For- 
derung reducirt sich dann auf die Aufstellung von n — 1 Glei- 
chungen von der Form der oben stehenden der Art, dass die 
Determinante der sämmtlichen nn Coefficienten a = + 1 wird, 
unter der Voraussetzung, dass die gegebenen a keinen Theiler 
haben. 

Hat schon eine geringe Anzahl der a keinen Theiler, z. B. 
die tn ersten, so ergiebt sich unmittelbar eine Lösung, sobald 
man eine solche für die Gleichung 

kennt. Denn, substituirt man in den 2 äquivalenten Systemen 
a?i , . . . a?m und i5, , ... S5«_i , tj für © seinen Werth 

so sind 

die verlangten neuen Variabeln. 

Die erste Lösung geht von dem Falle « = 2 aus. Hat man 
zwei ganze Zahlen /9, y gemäss der Gleichung 



y4L_^^=l 



Fortschr. d. Math. I, 
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bestimmt, so giebt das System 

a?, = ru — j~ », a?, = — /?M + -^» 
ganze Zahlen für u, z, und ersteres erfüllt die Gleichung 

Ist nun /; der Theiler von a, und a, , /; von /; und a, , u. s. t, 
/*i der Theiler von fi-i und a,, so kann man ebenso fbr jede der 
Gleichungen 

^^v \ : : : 

I • • • 

äquivalente Systeme 

aj,, a?, und »^, y, 

y.j a?, und »,, y, 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

y„-i, Xn und »»-i, y» 

finden. Es ergiebt sich, dass fn = f ist, woraus y» = ti folgt 
Man hat dann die äquivalenten Systeme 

^i» ^«7 yt? ^3» ya» • • • ^--i> y«-ii a?„ 
*i7 yt7 *2» y3i *37 • • • y«-i7 «*-i/ •* 

und braucht nur die gemeinsamen Elemente y wegzulassen. Die 
entwickelte Darstellung des ersten Systems im zweiten ist folgende: 



Xn =— /?n-.lW + 



fn ' 






2 



0, =^,(-.rr'«+rr^?!^+...+r,*^+^^ 

WO zur Abkürzung 
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gesetzt ist, und die ß und y die Auflösungen von 

fi^i — ai^i ßi =^ fi+i 
1>ezeichnen. 

Die zweite Lösung besteht darin, dass aus den Gleichungen 

(l.)i wo fn=fy yn = u ZU setzcu ist, von der letzten anfangend, 

successive Xn , a:„_i , . . . oJj bestimmt werden. Es ist dann immer 

möglich 

ZU machen. 

Bei der dritten Lösung wird, wie nach den Vorbemerkun- 
gen zulässig ist, angenommen, dass /*= 1, und dass kein Theiler 
fftr alle a, dagegen immer ein Theiler ä^ > I für alle « ausser 

Ui existirt. Setzt man 

H 

h.h^.,,hn = Bf flf» = T" ^« 9 

SO ist m» eine ganze Zahl, und die gegebene Gleichung lässt sich 
schreiben 

(19.) -__ + __ + ... + ___._. 

Ferner hat sie in Bezug auf jedes einzelne x die Form 

c^iXi -\- hitOi = w. 
Bestimmt man c, < ^ä, so, dass 

wird, so ist der allgemeinste Werth von Xi 

nach dessen Substitution die Gleichung (19.) die Form erhält: 

Hier ist g eine ganze Zahl: ferner sind ^ie m der Art, dass nie 
n— 1 derselben einen Theiler haben; denn, hätten alle m ausser 
nin den Theiler p > 1 , so hätten alle a ausser a« den Factor 
phn>hn. Nach der Vorbemerkung ist hiermit die Aufgabe auf 
eine geringere Anzahl Elemente zurückgeführt, und durch Wieder- 
holung des Verfahrens immer lösbar. Meistens aber werden 
einige der CoefGcienten so klein, dass die Lösung unmittelbar 
folgt. 

Die vierte Lösung ist von Euler (De relatione inter temas 
pluresve quantitates instituenda. Opuscula Analytica II, p. 91 

5* 
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und Commentationes Arithmeticae collectae II , p. 99) aufgenom- 
men. Die Regel des Verfahrens wird nicht mitgetheilt, sondern 
nur zwei Beispiele der Anwendung auf Aufgaben für drei Ele- 
mente mit den ans der Regel resultirenden Zahlen ausgef&hrt, 
nebst einigen Betrachtungen über den Erfolg. 

H. 

F. Strehlke. Verschiedene Bemerkungen: 

No. 2. Bemerkungen zu der Aufgabe von öttinger 
über die Näherungswerthe periodischer Kettenbrüche. 

Grunert Arch. XL VIII. 1-7. 



Vierter Abschnitt 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

— — Problems supplementary to choice ^nd chance. 

Messenger IV. 152-158 u. 193-203. 

Siebzehn Theoreme über Permutationen und Combinationen. 
W. Lea. Solution of the question 2244. Educ. Times. IX 

35 n. 36. 

Elf Grössen so in Gruppen von je fünf zu setzen, dass jede 
Combination von je vier dieser Grössen nur einmal erscheint. 

C. T. Hudson. Solution of the question 2594. Educ. 

Times. IX. 89-91. 

Es werden a.b Karten nmal in Päckchen von je a vertheilt, 
und die Päckchen nach jeder Vertheilung so geordnet, dass nach 
der n**" Vertheilung und Anordnung eine ausgewählte Karte an 
die r*« Stelle kommt. 

J. WoLSTENHOLME. Solution of the question 2414. Ednc. 

Times. X. 50 tu 51. 

1. n verschiedene Dinge können auf r* verschiedene Arten 
unter r Personen verloost werden, wenn Nieten zulässig sind. 

2. Sind keine Nieten zulässig, so ist die Anzahl der Arten 
gleich den Coefficienten von a;" in der Entwicklung von (e^—iyn\ 

3. Sind die Dinge gleich, so ist die Anzahl gleich der An- 
zahl der Combinationen von n + r— 1 Dingen zu je r— 1, wenn 
Nieten zulässig sind. 

4. Sind keine Nieten zulässig, so ist diese Anzahl gleich 
der Anzahl der Combinationen von n— 1 Dingen zu je r— !• 
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J. WoLSTENHOLME. Solution of tbe question 2453. Mut 

Times. X. 62. 

Die Anzahl der Arten, auf welche n yerschiedene Dinge in 
1, 2, 3 . . . oder n beliebige Theile getheilt werden können, ist 
gleich dem Coefficienten von a?" in der Entwicklung von n ! e* -*. 

WiTHWORTH. Solution of the question 2627. Bdnc. Times. 
X. 59. 

Die Anzahl der Signale, welche durch n verschiedene, auf 
s Masten vertheilte Flaggen, von denen r zu gleicher Zeit 

angewendet werden, (n>r>s), ist 1——* r oder 

' n—rir—sis — 1! 

71 1 s-\- r 1 ! 

— —7—. TT-, je nachdem alle Masten benutzt werden oder 

n—r\r\ 5—1! ' •* 

nicht. 

A. R. Clarke. Solution of the question 2614. Ednc 

Times. X. 54 u. 55. 

Wird auf drei Flächen eines Tetraeders je ein Punkt be- 
liebig angenommen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die durch 
diese drei Punkte gelegte Ebene die vierte Tetraederfläche schnei- 
det, gleich |. 

J. J. Walker. Solution of the question 2647. Educ. 

Times. X. 43. 

Liegen die Coefficienten der Gleichung a?' — - ja; -j- r = 
zwischen den Grenzen + 1 und — 1, und werden alle zwischen 
diesen Grenzen liegenden Werthe als gleich wahrscheinlich an- 
genommen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Wurzeln der 
Gleichung reell sind, gleich iVv^3. 

M. W. Crofton. Solution of the question 2680. Bduc. 

Times X. 90 u. 91. 

Nimmt man in einer geschlossenen convexen Gurve zwei be- 
liebige Punkte A, B an, und trifft die durch Ay B gelegte Sehne 
die Curve in den Punkten P und Q, so ist die Wahrscheinlich- 
keit, dass die Abschnitte PA, AB, BQ tiu Dreieck bilden, e^eich f 



IV. Abfohnitt. Wahrscheinlichkeitsreohniiog. 71 

Stephen Watson. Solution of the question 2695. Bdae. 

Times. X. 58. 

Theilt man eine gegebene Strecke a durch zwei Punkte in 
drei beliebige Theile, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass Am 

Product dieser drei Theile > -^7^ ist, gleich 

♦y ^%iniÖ(l+2cos3Ö)*rfÖ. 

J. WoLSTENHOLME and Stephen Watson. Solution of 

the question 2612. Ednc. Times. X. 109-111. 

Werden auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC die Punkte 
P, Q, R beliebig angenommen, so lässt sich die Wahrscheinlich- 
keit, dass APQR > (w + i) A45C ist, für jedes positive «, das 
<:i ist, bestimmen. 

A. R. Clarke. Solution of the question 2646. Ednc. 

Times. X. 36 u. 37. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchschnitt eines Würfels 
mit einer beliebigen Ebene ein Sechseck giebt, ist 

•3 . cot- V3 — V2 . cot-V2 



in 



J. WoLSTENHOLME. Solution of the question 2421. 

Edac. Times. IX. 85. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand zweier auf der 
nördlichen Halbkugel beliebig angenommenen Orte grösser als 

90* des grössten Kreises ist, ist — 

L. Bills and T. Savage. Solution* of the question 2422. 

Educ. Times. IX. 96 u. 97. 

Der durchschnittliche Inhalt aller Dreiecke, welche in der 
Fläche eines Kreises mit dem Radius r gezeichnet werden können, 

j^^ ^ — ^; und die Wahrscheinlichkeit, dass vier beliebig in der 
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Kreisfläche angenommene Punkte die Ecken eines oonvexen Yi^- 

35 
ecks bilden, ist , * . • 

W. S. B. WooLHOUSE. Solution of the qnestion 2433. 

Educ. Times. IX. 94 u. 95. 

Nimmt man in der Fläche eines regulären fi-Ecks beliebig 
fUnf Punkte an, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Ecken 
des dadurch gebildeten Fünfecks^ convex sind, gleich 

cos 1-2 

n 



12 , 2n 
nsm 



n 



J. WoLSTENHOLME. Solution of the question 2500. 

Educ. Times. IX. 95 u. 96. 

1. Werden in einem Kreise zwei beliebige Punkte ange- 
nommen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass ihre Verbindungs- 
linie einen gegebenen Durchmesser innerhalb des Kreises schnei- 

371 + 16 
det, gleich — g^p— • 

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass drei in einem Kreise belie- 
big angenommene Punkte mit dem Kreismittelpunkt ein convexes 

Viereck bilden, ist ^J^^ - 

Stephen Watson and A. R. Clarke. Solution of thie 

question 2541. Educ. Times. IX. 37 u. 38. 

Theilen die Diagonalen eines convexen Vierecks einander in 
den Verhältnissen X : 1— A und fi : 1— f*, so ist die Wahrschein- 
lichkeit, dass die Verbindungslinie zweier in dem Viereck beliebig 
angenommenen Punkte beide Diagonalen innerhalb des Vierecks 
schneidet, gleich ^{l + 2(A + |M)-2(r+^')}; für ein Parallelo- 
gramm also |. 

A- R* Clarke. Solution of the question 2543. Educ. 

Times. IX. 75-77. 

1. In einer geschlossenen convexen Curve von der Länge 
t liege eine zweite eben solche von der Länge /; die Wahr- 
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.cheinlicbkeit, dass eine beliebig in der Ebene gezogene, die 
[üurve L sehneidende Gerade auch / schneidet, ist l:L. 

2. Liegt / ausserhalb L, und ist X die Länge eines beide 
Kurven fest upasehliessenden sich zwischen ihnen kreuzenden 
Landes, Y die Länge eines eben solchen sich nicht kreuzenden 
Landes, so ist obige Wahrscheinlichkeit {X— Y): L. 

3. Schneiden sich L und l, und ist Y die Länge des beide 
imschliessenden Bandes, so ist die Wahrscheinliehkeit {L'\-l-Y)\L. 

WiTHWORTH. Solution of the question 2592. Educ. Times. 

IX. 103-105. 

Eine gerade Strecke / werde in p beliebig grosse Theile ge- 
theilt; die Wahrscheinlichkeit, dass kein Theil <: — (w>ö), ist 

\\ — —j . Aehnlich ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dass 

kein Theil > — (n<:p): und die , dass kein Theil < — und 

n m 

keiner > — • 
n 

Stephen Watson. Solution of the question 1934. Educ. 

Times. IX. 70. 

Zwei Urnen enthalten resp. m und n Kugeln; man nimmt 
aus jeder eine beliebige Anzahl (incl. 0) ; wie gross ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dass die Summe der aus beiden Urnen genommenen 
Kugeln gleich einer bestimmten ganzen Zahl ist? 

W. CitOFTON and Stephen Watson. Solution of the 

* 

question 1977. Educ. Times. IX. 45. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich aus drei Strecken von be- 
liebiger Länge, aber mit gemeinsamer oberer Grenze, ein Dreieck 
construiren lässt, ist j^. 

W. S. B. Woolhouse and Stehen Watson. Solution 

of the question 2420. Educ. Times. IX. 63-65. 

Ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich aus irgend welchen drei, 
unterhalb der geraden Zahl n liegenden Zahlen ein Dreieck oon- 
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struiren lässt, gleich p», so bilden die Wahrscheinlichkeiteil p», 
Pn+if Pn+2 eine arithmetische Progression. 

Samuel Roberts. Solution of the question , 2434. Bdac. 

Times. IX. 91 u. 92. 

1. Von drei verschiedenen Personen nennt jede eine ganze 
Zahl ^n; die Wahrscheinlichkeit, dass die genannten Zahlen 

proportional den Seiten eines reellen Dreiecks sind, ist ^M-f- JLY 

2. Jemand nennt eine Combination von drei ganzen Zahlen, 
die nicht nothwendig verschieden, aber nicht grösser als n sind; 
die Wahrscheinlichkeit, dass genannte Sohlen proportional den 

Seiten eines reellen Dreiecks sind, ist | { I + , ^ , 



2«'+ 411+1 +(-!)• 
W. S. B. WooLHOüSE. Solution of the questions 2532, 

2514 and 2556. Bduc. Times. X. 24-27. 

Der quadrirte durchschnittliche Inhalt eines beliebigen Drei- 
ecks in einer geschlossenen Curve von beliebiger Gestalt ist 3 mal 
so gross als der eines Dreiecks, dessen eine Ecke der Mittelpunkt 
der Fläche ist. In einer Fläche ist das Yerhältnias der ent- 
sprechenden Tetraederinhalte gleich 4 : 1. Diese Inhalte lassen 
sich durch die Radien der Rotation einer convexen Fläche um 
die Hauptaxen ausdrücken. Ebenso die Wahrscheinlichkeit^ dass 
ein beliebiges in der Fläche angenommenes Hexaeder zwei ein- 
springende Ecken hat. Daran schliesst sich die Lösung einer 
Aufgabe über Bestimmung gewisser Gruppen von 6 Punkten aof 
4 im Räume gegebenen Flächen von beliebiger Form. 

Ein zweiter Beweis dafür, dass die oben gegebenen Verhält- 
nisse für Flächen von beliebiger Form gelten, ist von J. Wolsten- 
holme gegeben (p. 27 u. 28). 

A. R. Clarke. Solution of the question 2561. Educ 

Times. X. 21 u. 22. 

1. Die Wahrscheinlichkeit, dass drei auf den Seiten eines 
gleichseitigen Dreiecks beliebig angenommene Punkte eiä spitf- 
irinkliges Dreieck bilden, ist 1— flog (HO- 
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9,. Die Wahrscheinlichkeit, dass der durch diese drei Punkte 
gehende Kreis jede Seite in einem zweiten Punkte schneidet, 
ist |. 

S. Watson. Solution of the question 2585. Educ. Time«. 

X. 88 n. 39. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Verbindungslinien von 4 
auf den 4 Seiten (a, 6, c, d) eines Vierecks beliebig angenom- 
menen Punkten sich schneiden, ist 

2(ab + ac + ad + bc + bd + cd)' — Sabcd 

(^a + b + c + dy 

ScHiAPARELLi. Sul principio della media arithmetica nel 
calcolo dei risnltati delle osservazioni. Rend. d. ist. 

Lomb. (2). I. 771. 

Frisiani. SuUe piü vantaggiosa combinazione delle os- 
servazioni. Mem. d. Ist. Lomb. (3). 11. 1—21. 

Ziemlich ausführliche Begründung der Principien der Me- 
thode der kleinsten Quadrate auf Grundlage des Satzes vom 
Btrithmetischen Mittel. B. 

H. G. Day. Problems in Chances. Quart. J. IX. 354 u. 356. 

SfoRGAN W. Crofton. On the Theory of Local Pro- 
bability, applied to Straight Lines drawn at random 
in a plane; the methods used being also extended to 
the proof of certain new Theorems in the Integral 

Calculus. Trans, of London. CLVIII. 181-199. — Proc. of London. 
XVI. 266-269. 

Die erste Spur einer Theorie der geometrischen Wahrschein- 
ichkeit findet sich bereits in Buffon's Problem : Die Wahrschein- 
lichkeit zu finden, dass ein Stab von gegebener Länge, welchen 
man auf eine mit aequidistanten Parallelen liniirte Ebene wirft, 
eine der Parallelen durchkreuzt. Mit diesen und einigen ähn- 
lichen Problemen beschäftigte sich auch Laplace (Theorie analy- 
tiqae des probabilitös). Ausgebildet wurde die Theorie der geo- 
metrischen Wahrscheinlichkeit aber erst vor kurzer Zeit durch 
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Sylvester und Woolhouse (Vgl. Bep* Brit Ass. 1865 n. Educ. 
Times). Herr Crofton wendet diese Theorie auf gerade Linien 
an, welche ganz willkürlich im Baume gezogen sind. Eäniges 
von seinen Besultaten findet sich schon im Jahrgang 1867 der 
Educ. Times. 

In dem vorliegenden Aufsatze legt der Verfasser zunächst die 
allgemeinen Principien der geometrischen Wahrscheinlichkeit dar, 
erklärt die Ausdrücke at random (an kein Gesetz gebunden) mKl 
assemblage (Gemeinschaft mehrerer gleichartiger Dinge), und hebt 
besonders das Laplace'sche Princip (chap. 3) hervor, wonaek 
es gestattet ist, aus einer unendlichen Zahl gleich wahrscheiB- 
licher Fälle eine geringere Unendlichkeit beliebig auszuw&hleo. 
Die Dichtigkeit der in einer Ebene beliebig zu wählenden Punkte 
kann als gleichförmig angesehen werden, so dass ein solcher 
Punkt einer unendlichen Menge symmetrisch über die ganze 
Ebene vertbeilter, oder auf einer Linie in gleichen Abständen 
befindlicher Punkte angehört. Um das Aggregat beliebig in einer 
Ebene zu wählender Linien zu erhalten, theile man den Winkel- 
räum um einen Punkt herum in gleiche unendlich kleine Winkel 
S6 und denke sich in jeder dieser Bichtungen die Ebene von 
unendlich vielen äquidistanten Linien durchschnitten. Ebenso 
ftlr den Baum. 

Jede ebene Fläche kann als das Maass für die Anzahl der in 
ihr willkürlich anzunehmenden Punkte angesehen werden. Für 
die Anzahl beliebiger Geraden aber ergiebt sich folgendes Fun- 
damentaltheorem : Das Maass für die Anzahl beliebiger Geraden, 
welche eine gegebene geschlossene convexe ebene Gurve schnei- 
den, ist die Länge der Curve. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, 
dass eine beliebige Gerade, welche eine geschlossene Curve von 
der Länge L schneidet, auch eine ganz in L liegende Gurve / 

schneidet, gleich -j-. Für eine nicht convexe Curve wird jenes 

Maass durch die Länge eines fest um die Curve gezogenen Sie- 
mens bestimmt; ebenso für nicht geschlossene Curven. Schneidet 
die zweite Curve die erste, oder liegt sie ganz ausserhalb der- 
selben, so werden die gemeinschaftlichen Tangenten zu Hülfe 
genommen. 
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Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei beliebige Gerade, welche 
eine gegebene geschlossene ebene Curve von der Länge L durch- 
gehneiden, sich selbst innerhalb der von der Curve umschlossenen 

FläcUe S2 schneiden, ist — =-j-- Wird eine unendliche Anzahl 

Li 

von Linien willkürlich in einer unendlichen Ebene gezogen, so 
ist die Dichtigkeit ihres Durchschnitts (d.h. das Maass 
Air die Anzahl der Durchschnittspunkte in einer gegebeneu Fläche, 
dividirt durch die Fläche selbst) gleichförmig, und gleich n. 
Wenn unendlich viele willkürliche Linien eine gegebene Fläche 
Si sehneiden, so ist die Dichtigkeit ihrer Durchschnitte in einem 
ausserhalb der Fläche liegenden Punkte P gleich ö — sinö, wo d 
den Winkel bezeichnet, den die beiden von P an die Begrenzungs- 
curve L der Si gelegten Tangenten bilden. Die Zahl der ausser- 
halb Si liegenden Durchschnitte wird also gemessen durch das 

Doppelintegral 1 J{0 — winO^dS^ erstreckt Über die ganze Ebene 

ausserhalb Si, wo dS das Flächenelement ist. Nun ist aber die 
Anzahl der innerhalb Si liegenden Durchschnitte nSi^ und die 
Summe aller ist |L^ Daraus ergiebt sich das folgende merk- 
würdige Theorem: „Ist der Winkel, welchen die beiden von 
einem Punkte (x, y) an eine gegebene convexe Curve gezogenen 
Tangenten bilden, ist L die Länge dieser Curve und Si der In- 
halt der von ihr umschlossenen Fläche, so ist das über alle 
Punkte ausserhalb Si erstreckte Doppelintegral: 

rr(d — Äud^dxdy = \V-7iSi.'' 

Durch die Methoden der geometrischen Wahrscheinlichkeit ist 
auf diese Weise ein Doppelintegral ermittelt, dessen Bestimmung 
in seiner Allgemeinheit auf anderem Wege grosse Schwierigkeit 
haben würde. 

Lediglich um die Fruchtbarkeit der angewandten Methoden 
zu zeigen, werden nach denselben noch einige andere bestimmte 
Integrale ermittelt. 

Eine neue Reihe bestimmter Integrale lässt sich durch die 
nun folgenden Theoreme gewinnen, in denen Doppelintegrale von 
der Form 
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j jOdxdy^ f jÄViddxdy, j 1 ^dxdy, // ^ — dxdfi 

ausgewerthet werden, in denen r und r' die an die Cuire ge- 
zogenen, den Winkel bildenden Tangenten und q, q' die Krüm- 
mungsradien der Curve in den Berührungspunkten bedeuten. 

Allein wenige Probleme über willkürliche Gerade fttfaren auf 
so einfache und doch so allgemeine Resultate, wie die obigen. 
Im Allgemeinen können sie nur iUr besondere Gurven gelöst w6^ 
den; doch geniigen die obigen Principien stets, die Aufgabe anf 
ein Problem der Integralrechnung zurückzuführen. Der Ben 
Verfasser erläutert dies an einigen Beispielen. 

Den Schluss der Arbeit bilden einige Andeutungen, wie die 
obigen Principien auf beliebig im Räume liegende gerade Limen 
und Ebenen übertragen werden könnten, was natürlich seine 
grosse Schwierigkeit hat. M. 

W. S. B. WooLHOUSE. Note on random lines. Bduc 

Times. X. 33. 

Den Ausdrücken „Eine willkürlich angenommene (random) 
Linie, die durch einen willkürlich angenommenen Punkt geht', 
und „Eine willkürlich gezogene Linie, die 2 willkürlich ange- 
nommene Punkte verbindet'S fehlt noch irgend eine beschränkende 
Bestimmung, unter der die willkürlichen Punkte angenommen 
werden müssen. Die von Crofton (Educ. Times VII, 85) gege- 
bene Vorstellung der unendlich vielen Schaaren paralleler Linien 
um einen Punkt herum hat wenigstens den Vorzug, dass sie für 
mathematische Deductionen am geeignetsten ist. 

M. 

L. BoLTZMANN. Studien über das Gleichgewicht der 
lebendigen Kraft zwischen bewegten materiellen Punk- 
ten. Wien. Ber. LVIIL 517-560. 

— — Lösung eines mechanischen Problems. Wien. 

Ber. LVIIL 1035-1044. 

Beide Arbeiten enthalten Theile eines Totalproblems, welches 
im Anfang der letztern folgendermassen bezeichnet wird: Eine 
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Anzahl materieller Pankte bewegt sich unter dem Emflusse von 
Kräften, für die eine Kräftefunction existirt. Es ist die Wahr- 
sehemlichkeit zu finden, dass sich jeder derselben durch ein be- 
fltimmtes Raumelement mit einer bestimmten Geschwindigkeit und 
Geschwiudigkeitsrichtung bewegt. Die erste Arbeit behandelt eine 
Keihe vorbereitender Aufgaben, betreffend den Bewegungszustand 
eines Systems von Atomen nach Eintritt des Gleichgewichts unter 
der Annahme, dass die Atome nur in grosser Nähe auf einander 
Wirkung ttben. Unter Gleichgewicht wird der Zustand verstan- 
den, wo jede Veränderung in umgekehrter Ordnung gleiche Wahr- 
selieinlichkeit hat. 

Die erste Aufgabe beschränkt die Bewegung auf die Ebene 
und setzt gleiche Massen und Kräfte der Atome voraus. Es er- 
giebt isich, dass die Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeit 
eines Atoms zwischen c und c+dc 

ist, wo 6 unbestimmt bleibt, weil über die anfänglichen Ge- 
schwindigkeiten nichts festgesetzt ist. 

Die zweite Aufgabe iässt die Atome längs einer Geraden 
sich bewegen unter Anziehung eines festen Punkts gegen alle 
mit einem Potential X{x) -{-A. Die Summe der Zeiten, während 
weldier in der Zeiteinheit die nach jenem Zusammenstoss geän- 
derte Gonstante A zwischen A und A + dA, und der Abstand x 
zwischen x und x-\-dx liegt, ist 

= — — — dAdx, 

wo C die Geschwindigkeit des betreffenden Atoms ist. 

Dieselbe Aufgabe wird dann für beliebig gerichtete Bewegung 
gelöst. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom innerhalb des 
Ranmelements liegt, ist proportional 

Die vierte und fllnfte Aufgabe berücksichtigen die besondere ge- 
genseitige Einwirkung der Atome. 

In der sechsten wird ein System von Punkten unter gegen- 
seitiger Einwirkung in grosser Nähe ohne weit wirkendes Centrum 
angenommen. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter n -}- 1 Punkten 
beliebige n eine lebendige Kraft zwischen ft^ und k^+^k^y k^ und 
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k^+dk^ etc. kn und kn-^-dk^ haben, erweist sich 

= h öÄ, öÄ, . . . dk^ , 
die des letzten ist durch die übrigen bestimmt Die Wahrscheio- 
licbkeit einer lebendigen Kraft k ftlr einen beliebigen yon unend- 
lich vielen Punkten ist 

1 -i- 

= — e «ö*, 

X 

wo X die mittlere lebendige Kraft bezeichnet. Das Gleiche er- 
giebt sich, wenn die Bewegung zwischen Wänden stattfindet. 

Es sollen ausser den unter sich wirkenden Atomen eine An- 
zahl ohne gegenseitige Wirkung jedes von einem besondern festen 
Punkte ai^gezogen sein. Die mittlere lebendige Kraft aller 
Punkte fst gleich. 

Als allgemeinste Aufgabe wird die aufgestellt, welche ein 
System von Atomen unter gegenseitiger und von festen Centns 
ausgeübter Anziehung voraussetzt. Die Wahrscheinlichkeit, dass 
jedes Atom nach Eintritt des Gleichgewichts der lebendigen Kraft 
die Geschwindigkeit, nach Grösse und Richtung geometrisch dl^ 
gestellt, von jedem Atom ausser einem in einem gegebene 
Baumelement, und der Endpunkt der darstellenden Linie auf ge- 
gebenem Flächenelement liegt, ist gleich dem Product aller dieser 
Elemente dividirt durch die Geschwindigkeit jenes letzten Atoms. 
Als specielle Folgerung ergiebt sich, dass die mittlere lebendige 
Kraft eines Gasatoms gleich der progressiven Bewegung einei 
Moleoüls ist. 

In der zweiten Schrift wird eine Anwendung der Prindpien 
auf den besondem Fall gemacht, dass die Atome von festen 
Punkten angezogen und von festen Linien reflectirt werden. Eb 
wird zuerst eine specielle Kräftefunction und eine reflectirende 
Gerade angenommen, nachher aber gezeigt, dass die Specialisi- 
rung von keinem Einfluss ist, vielmehr allgemein jede Geschwin- 
digkeit und Bichtung gleich wahrscheinlich bleibt. H. 

Beispiele durchgeführter Anwendung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung finden sich in Tychs. Tidsskr. nämlich 
auf Statistik von Püllich p. 17 — 24, auf Lottebö 
VON L. LoR£Nz p. 139 — 143. H- 
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Capitel L 
AUgemeines. 

A. Gr. Theorell. Nagra konseqvenser af Cauchys theo- 
rem om kontinuerliga funktioners diflferenser. öfv. af 

Pörh. Stockh. ;XXIV. 75-79. 

• 

Eine Reihe von Folgerungen, die sich vorkommenden Falls 
eichter und sicherer unmittelbar ziehen, als aus den an viel- 
ache Bedingungen ^knüpften Lehrsätzen entnehmen lassen, sich 
Aber nicht zur Aufzeichnung eignen. H. 

J. Jadanza. SuUe Progressioni a due e a tre düFerenze. 

Battaglini G. VI. 375-379. 

Der vorliegende erste Theil der Arbeit behandelt Progressionen 
ttit zwei Diflferenzen oder Reihen a,, a,, a,, .*., o» ..., worin 
« = a«_i + ^ = ö»-2 + ^ + ^' ist. Nachdem der Ausdruck des 
''" Gliedes durch das erste Glied und die beiden Differenzen 
^eben ist, werden Gesetze für die Summe an, + a«~w+i herge- 
rftet, und die Summe der n ersten Glieder bestimmt. M. 

William Walton. On an Equation infinite Diflference. 

Quart IX. 108-111. 

Die zu lösende Gleichung gehört der Theorie partieller Dif- 
erenzengleichuugen an, es ist die folgende: 

^e spezielle Lösung ist: • 

f<»,v = (n + y— l)v, 
^0 die rechte Seite den bekannten Binomialcoefficienten anzeigt. 

I^ortochr. d. Math. I. 6 
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Als allgemeine Lösung findet der Verfasser: 

un^y = W^v) + (n+v\ qs{v^l) + {n+v\ V(v-2) 

Ni. 
Ulisse Dini. SuUe serie a termini positivi. Battaglßj 

VI. 166-175. 

Der von Gauss in seinen ,,Disquisitiones eirca series infinitu' 
bewiesene Satz, dass, wenn 

dargestellt werden kann, Sun convergirt oder divergirt, je oadi- 
dem a^> l oder a, < 1 ist, giebt dem Verfasser Anlass^ um n 
beweisen, dass, wenn die Entwickelung 

ttn+i n nln ' w/w.../''~*n *" n/n... /*"-*. a« 

möglich ist, entweder Gonvergenz oder Divergenz der BeihO' 
summe Statt findet, je nachdem 

lim. > 1 oder < 1 

«=00 ^H 

ist. 

Hierbei wird rn = ln = log.natn, fn = l.l'^^n bezeichnd 
Der der Beweisführung zu Grunde gelegte Satz, welcher d 
Hülfe Ton Scalen abgeleitet wird, lautet: 

„Wenn -7-^ sich stetig wachsend oder abnehmend einemj 

Grenzwerthe nähert, so ist 

lim.[(n+l)/(n+l).../'-^(n+l).(y«4.i-a,'^"/'n/'+>n...l'-^ii-(r.I 

= lim. T-^-'* «r 

l'n Wy. 



ÜLISSE DiNI. Sui prodotti infiniti. Brioschi Ann. (2). n. 

Es werden aus den als bekannt betrachteten ConTergeniii^fe. 
dingungen der Reihensumme 2«« diejenigen des Products /ir(l+*i)| 
abgeleitet, und namentlich die Fälle berücksichtigt , in dem 
ümod.Un nicht convergirt, so dass eine Vertauschung der ti« d^| 
Veränderung der Grenzwerthe zur Folge hat. Wy. 
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l. Fleury. Note sur Temploi des s^ries divergentes 

en analyse. Paris, Noblet et Boudry 1868. 

J. Hoppe. Sur les sommes des söries divergentes. 

N. Act. Ups. (3). VI. 

Adoptirt man den Namen von Aequivalenten ftlr solche 
Functionen, deren Quotient sich dem Grenzwerthe 1 nähert, so 
kann man die Aufgabe, welche der Verfasser sich gesteckt und 
a grosser Allgemeinheit gelöst hat, so aussprechen, dass für die 
ivergirenden Reihensummen positiver Glieder möglichst einfache 
^equivalente gefunden werden sollen. 

Die Hauptgrundlage der Untersuchung bildet der aus der 
^aylor'schen Beihe abgeleitete Satz, dass bei unendlichem co 

(!i>(*)):rW=l 
it, wenn f'{<o) :/*(«) = 0, /"(w) = oo, und /"(a?), f^{x) sich stetig 
i einem Sinne ändernde Functionen sind. Wy. 

tosT. Ueber Erweiterung endlicher Reihen durch be- 
liebige Parameter. Gmnert Arch. XLvni. 104. 

Der Verfasser nimmt aus der von Abel fiir ganze n bewie- 
fenen Gleichung (Grelle J. X. 159) 

(a?+a)« === a?»+'"^Y^)a(a---^/?)/"-i(a?-f |U/?)»--i" 

^eranlassung, um auf indüctorischem Wege für die Coefficienten 
er allgemeineren Identität 

= Ä„a?» + Ä,(a; + a)»-i + Ä,(a? + 2a)»-^ + - 
lue Berechnungsformel zu erhalten. Die letztere lautet: 

pB, = 'T\-).y{p-l*){paYC'-^'"*)A,.,. 

^ann führt er noch für einen zweiten Parameter die Eechnung 
•^s, wendet seine Formel auf die hypergeometrische Beihe 
*(~n,/9,y,a?) und ihren besondern Fall F(— «,/?,/9,iB) = (l— a?)" 
H und zeigt, dass die AbeFsche Formel in der seinigen ent- 
eilten ist. Wy. 
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« 

ScHNBiDKWiND. üeber die Convergenz unendlicher Reihen. 

Inaug.-Diss. Heidelberg. 1868.. 

Neues bringt die Abhandlung nicht. Verfasser mttsste sieh 
weniger unvorsichtig ausdrücken, damit er nicht die Identität 

flir jedes x zu behaupten scheint, wo er von der „wenig wissen- 
schaftlichen Methode" früherer Zeiten spricht. Wy. 
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Besondere Reihen. 

A. WiNCKLER. Der Rest der Taylor sehen Reihe. Wien. 

Denkschr. LIX, 2. Abtbl, Wien bei Karl Gerold's Sohn. 1868. 

Der sog. Rest der Taylor'schen Reihe ist in verschiedenen 
Formen zuerst von D*Alembert, dann von Lagrange, Cauchy, 
Roche und Sturm dargestellt worden. Will man sich von dem 
numerischen Werthe des Restes eine Vorstellung verschaffen, so 
ist es wünschenswerth, ihn in möglichst enge Grenzen einzu- 
scbliessen. Verf. gelangt nun zu Restausdrücken, welche in dieser 
Beziehung die der oben genannten Mathematiker übertreffen. Er 
findet: Bleiben f(z), /"'(s), . . . p+^)(i5) von z = x bis x + h 
endlich und stetig, behält ferner /'('•+^>(i5) innerhalb dieses Inter- 
valls von Ä das entgegengesetzte Zeichen von Ä/*(*+*>(i5), so ist: 

behält dagegen f^'"^'^^(z) das gleiche Zeichen mit ä/'("+^> (is), so ist 

worin < « < 1 ist. Es liegt also in dem ersten Falle der Rest 
zwischen /'('•> (o?) und f^**>\^x-^ — HTT/' ^^ ^^™ zweiten zwischen 
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(('^(x + K) und f^^^fx-] — ttJ' Bei der ersteren Form des 

Restes ist die Genauigkeit der Eingrenzung eine grössere als bei 
der zweiten J'onn, daher leitet Verfasser noch einen anderen 
Satz ab, der in vielen Fällen zu. einer schärferen BestimmuDg 
des Bestgliedes fährt und welcher folgendermassen lautet: Sind 
die Grössen f^''^(x), A/'t-^^^Ca?), . . . A'^/^^*+'^>(a?) insgesammt po- 

sitiv und bleibt der Quotient — -. — J..^ ,;/. < 1 fftr « = r, 

r-fl, r4-2, . . ./ist ferner der grösste Werth, welchen dieser 
Quotient für diese Werthe von s annimmt, kleiner oder gleich 
einem positiven echten Bruche a, wird endlich 

g = [(!-«) 572^:7;^ J 

gesetzt, so liegt in der Gleichung 

r(a?+Ä) = /-(a^) + Ar(a:) + ... + ^^|^ 

der Factor u zwischen f^^'^Cx'] — tt) ^^^ f^''\x'\ — \ oder, 
was dasselbe ist, es kann 

worin < « < 1 ist, gesetzt werden. 

Setzt man überall a fttr o; und x—a für h, so ergeben sich 
sofort die analogen Sätze fbr die Maclaurin'sche Reihe. 

Ht. 

J. Dienger. Die Sätze von Bürmann und Lagrange. 

Prag 1868. 

Verfasser zeigt in dieser Abhandlung, dass die Sätze von 
Bllnnann und Lagrange Folgerungen aus dem Taylor'schen Lehr- 
sätze sind und somit die Bestimmung des Restgliedes, auch in 
1er Form des Herrn Winckler, unmittelbar ergeben. Ht 

Placsido Tardy. Intomo ad una formula del Leibniz. 

Boncompagni Bull. I. 177-186. MoDdes (2). XVHL 372. 

Der Aufsatz gipfelt in dem Nachweis, dass die Leibnitssche 
teäe 



I 
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für alle reellen Werthe von ^ gilt, wenn man für gebrochene 
und negative fi dem Differentialquotienten Df*y die Bedentang 
vindicirt, welche von Liouyille (Sur le calcul des diffärentielles 
ä indices quelconques. — J. de T^c. pol. 1832, p. 117) eingeftlhrt 
worden ist. Der Verfasser zeigt, dass sie einen besondem Fall 
seiner allgemeineren, für jedes (i geltenden Formel 



/ 






darstellt, welche er bereits im Jahre 1858 in den von Tortolini 
herausgegebenen Ännali di Matematica etc. publicitt hat, nachdem 
er schon im Jahre 1844 in demselben Journal die allgemeine 
Gültigkeit der Leibnitz'schen Reihe nachgewiesen. 

Besonders beachtenswerth ist die Abhandlung für Diejenigen, 
welche sich über die Literatur des fraglichen Stoffs unterrichten 
wollen, da dieselbe sehr vollständig aufgeführt und belegt ist. 
Wir tragen in letzter Beziehung noch nach 

BoRCHARDT. üeber die Leibultz'sche Formel. Beri. Monat«ber. 

1868. 

Wy. 

Eugene Rouche. Memoire sur la serie de Lagrange. 

M6m. pr6s. de Paris. XVIII. 457-487. 

Öie Formel von Lagrange (M6m. d. TAc. de Berlin 1768) 
für die Entwicklung einer Wurzel oder einer continuirlichen 
Function einer Wurzel der Gleichung 

in eine Reihe, mit deren Beweis Laplace^ Jacobi, Gauchy, Tche- 
bichef u. A. sich beschäftigten, ist hier von H. Rouch6 nach einer 
Methode entwickelt, welche einige Analogie mit derjenigen hat, 
die Lagrange (Trait^ de la resolution des 6quations num^ques) 
befolgte, und welche Murphy (Phil. Trans, of Cambridge) in 
anderer Form, aber mit weniger Strenge wiedergegeben hat 
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Nachdem der Verfasser einige Cauchy'sche Principien ttber 
die Functionen einer imaginären Variabein auseinander gesetzt 
liat, leitet er folgendes Theorem ab : ^Ist die Gonstante a so be- 
schaffen, dass für jeden Werth von 15/ dessen Modul gleich r ist, 

die Function ^^ ~ ^ einen Modul < 1 hat, ist ferner ^(a?+») 

für alle s, deren Modul <.r, endlich und bestimmt: so hat die 
Gleichung 

i^orin z als Unbekannte angesehen wird, eine Wurzel und zwar 
«ine einzige, deren Modul < r ist^. Mit Hülfe dieses Theorems 
giebt der Verfasser einen einfachen Beweis der Lagrange'schen 
Formel. Das Resultat ist folgendes: ,,Finden die Bedingungen 
des obigen Theorems statt, und bezeichnet man die einzige Wurzel, 
deren Modul < r, mit i5,, femer mit F{x+z) eine für alle Werthe 
Yon %, deren Modul nicht grösser als r ist, bestimmte endliche 
und stetige Function: so lässt sich F(x+Zi) ^^ folgende conver- 
gente Reihe entwickeln: 

Diese Reihe wird nun auf die Lösung der trinomischen 
Gleichungen 

angewendet; femer auf die Entwicklung der excentriscben Ano- 
malie und des Radiusvector der Planetenbahnen nach Potenzen 
der Excentricität. Ist diese nicht grösser als 0,25, so genügt es, 
sieben Glieder der betreffenden Reihen zu nehmen, wobei der 
Fehler < Yjsjfijsjrs • 

Nach diesen Anwendungen giebt der Herr Verfasser eine Ver- 
allgemeinerung der obigen Theoreme, welche zahlreiche Anwen- 
dungen zulässt, u. a. einen sehr kurzen Beweis einer Formel 
von Waring (Meditationes algebraicae) für die Summe der gleichen 
Potenzen der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 

M. 
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Schröter. Ableitung der Partialbruch- und Produkt- 
Entwicklungen für die trigonometrischen Funktionen. 

Schlömilch Z. XIII. 254-259. 

Während gewöhnlich die Partialbruch -Entwicklungen von 
eotaj und coseca? aus der Produktentwicklung hergeleitet werden, 
welche wieder das allgemeine Multiplicationstheorem der trigono- 
metrischen Funetionen voraussetzt, gelangt der Herr Verfasser m | 
den ersteren durch wiederholte Anwendung der Formel 

cot — + cot T^ I • 

Die Produktentwicklungen werden in ähnlicher Weise ans der 

Formel sina? = 2sin— sin — ^r — gewonnen. « 

Nbjbdli. Beitrag zur Zerlegung gebrochener rationaler 
Functionen in Partialbrüche- Pr. d. Oberg. Laibach. I86a 

Der Verfasser setzt ganze Goefficienten voraus und erläutert 
das blos auf Division beruhende Verfahren, f)ir welches er die 
Beweise beibringt, durch geeignete Beispiele. Wy. 

CuRTZE. Notes diverses sur la s^rie de Lambert et la 
loi des nombres premiers. Brioschi, Ann. (2). I. 285-295. 

In diesem Aufsatze wird die Summe der Lambert'schen Reihe 
durch 3 verschiedene Methoden ermittelt. Es ist nicht möglich, 
die Grundzüge anzugeben, ohne die gesammten Bechnungen durch- 
zuftlbren. Es mögen wenigstens die 3 Resultate hier Platz finden: 

— *l_p J e"^ — c-""^ 1— 2pcos(a;/p)4-p' ' '' ^ ^ 
~ ~ V 6»"'+ c-*""^ ■ l-2p*C08(^a!/p)+p* ' <p < 1 



= KS)-/ 



■+c- 



>71JC Ä — /I.Y 



'^ 



(l^p')sin \xl Cp')] +2/?sin {xlp) cos[a;/(p')] ^,^,, ^^ . 

l-2pcos(a?/p)+p* ^ "^^ P ^^' 
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Da der Coefficient von a;" die Anzahl der Theiler von n angiebt, 
und da dieselbe nur bei Primzahlen 2 ist, so ist das Gesetz der 
Primzahlen in geschlossener Form gegeben, wenn man die w'® 
Ableitung nach p der rechten Seite gleich 2 setzt. No.. 

• • • - 

J. Petersen. Lösning af Opgaverne 189 og 199. 

Tychsen Tidsskr. (2). IV. 57. 58. 

S. Hertzsprung. Lösning af Opgave 189. Tychsen Tidsskr. 

(2). IV. 78. 

Die Formel ftlr die Summe der Quadrate der Binomialcoef- 
ficienten wird in ersterer Schrift durch ein bestimmtes Integral, 
in letzterer durch eine sehr einfache combinatorische Betrachtung 
hergeleitet. H. 

Björling. Fourierska serierna. öfv. af Förh. stockh. 1868. 

Hering. Summation der n ersten Glieder der binomi- 
schen Reihe mittelst der Theorie der hypergeometri- 
schen Reihen. Pr. d. R. Chemnitz 1868. 

Die in zwei Abtheilungen zerfallende Abhandlung enthält im 
ersten Theil (§ I — V) ausser einem üeberblick über die Literatur 
der hypergeometrischen Eeihen einige später zu verwendende 
Sätze über den Zusammenhang der Gammafunctionen mit den 
hypergeometrischen, welche auf Neuheit keinen Anspruch machen, 
mit Andeutung von Beweisen. 

Im zweiten Theil (§ 1 — 12) transformirt der Verfasser zu- 
nächst die Summe y der n ersten Glieder der binomischen Reihe 
für (1 — a?)~"* auf mehrfache Weise in hypergeometrische und in 
einen Kettenbruch, dann auch den Rest der binomischen Reihe. 

Die Aufzähliing der Resultate würde eine Wiederholung des 
grössten Theils der Arbeit bedeuten. Der zu Grunde liegende 
Gedanke aber ist folgender: 

Analog den Euler'schen Transformationsformeln 

F(a, 6, c, x) = (1— a?y-«-*F(c— a, c— 6, c, a?) 
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ist 

F„(l-n,Äy,l) = (£=iy^'''''*'F(y+n-l,y-Äy,^), (§.3), 

wenn man unter F„ die Summe der n ersten Glieder in F ver- 
steht. — Hieraus ergeben sich viele Transformationen von y. 

Für den Rest Ä==(l — j?)-"»— y folgt durch Differentiation 
und Integration 

r{m) r{n) J 

und hieraus eine Reihe von Ausdrücken für R mit Hülfe des 
Früheren und der Euler'schen Formel 

(1 — a?)"»- ^x«-» dx = — F(l— m, n, « + 1, a?). 



Dann wird (§ 10) die Differentialgleichung 

dy m jr(m-\-n) x^~^ __ 

und aus ihr die früheren Besultate nebst einem Kettenbruoh nach 
bekannter Methode abgeleitet. Wy. 



Unferdinger. lieber den Werth des Ausdrucks 



für m = oo und über das Dirichlet'sche Paradoxon. 

Wien. Ber. LVIL 121-126. 

Der Verfasser findet den richtigen Werth durch Entwickelung 
der einzelnen Glieder vermittelst der Binomialreihe. Diese Me- 
thode leidet aber ausser grosser Umständlichkeit an dem Mangel, 
dass sie den Verfasser zu einer Beschränkung der ftlr S und e 
zulässigen Werthe verführt, welche nicht aus der Natur des be- 
handelten Ausdrucks entspringt. 

Um die Frage in aller Kürze zu erledigen, so ist, indem wir 
(— «) für *, n fttr (II--1) schreiben: 
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lim. 2:r (m+ra)' = lim. \J!L^.2:M-hr-^) ^J 

= [lim. .^].y"'(l+,)*da 



•^ — tt-t-Tn 1™ . m*+^ für « > 1 , 

y/(l+n*) fttr * = 1. 

Bei dieser EntwickeluDgsmethode, welche nur auf den Begriflf des 
bestimmten Integrals zurückgreift, erledigen sich etwaige Zweifel 
in Betreff der Grössen « und 3 von selbst. 

Es mag, um zur Vermeidung von Wiederholungen später 
Bezug nehmen zu können, die Bemerkung gestattet sein, dass 
fast alle ähnlichen Fragen — so ziemlich das ganze Gebiet der 
Beihensummen — aus den Untersuchungen Cauchy's Über das 

n-fm /^n-fm 

Yerhältniss 2rf(f): I f{x)dx, welche er bei Gelegenheit der 



Untersuchung der Convergenz der Reihen anstellt, die einfachste 
Erledigung finden, da die Reihensummen nichts Anderes sind, 
als Integrale von Functionen, welche sich nur sprungweise ändern. 
Ferner finden sich die im Gebiete des Gomplexen zu beachtenden 
Rücksichten für diesen Zweck mit einiger Ausführlichkeit ausein« 
andergesetzt in der Abhandlung „Ueber die Endlichkeit von be- 
stimmten Integralen und Reihensummen 1867^ von Worpitzky, 
wo besonders ihre Verhältnisse berücksichtigt werden. Wy. 

Samuel Egberts. Solution of the Question 2470, 

Educ. Times. IX. 26. 

Es ist 

n-\ p' (»-l)C«-2) p' 
13 1.2 4+etc- 

2 p «(»+!) 

J. Blissakd. Solution of the question 2481. Educ times. 

IX. 56-60. 

Tsin — '3?"^'**""^ rsin'"^ir'^''* 

Entwicklung von ' f^ro'S ' " ^°^ rrg 4>n ^^ ßeiken, 






92 V. Abschnitt. Reihen. 

welche analoge Eigenschaften haben mit denen , die Sylvester 
(Educ. Times VIII, 59) für sin-'a? und ^(sin-'a?)' gegeben. 

J. Blissard. Solution of the» question 2428. Educ. Times. 

X. 43 u. 44. 

Es wird gezeigt, dass -^ — ~ (a? = 0) = — , und dass 

JL {nxj m 



r(2w) r(2w+2) 2! '^r(2n-h4) 4! 
MüHLHÖFER. Mathematische Abhandlung. Pr. d. G. BsseD. 

1868. 

Eine Herleitung der Reihe für log ^ aus dem binomischen 

Satze, welche nur für Schüler bestimmt ist und keinen Ansprach 
auf Strenge macht. M. 

RoTTOCK. Ueber Reihen mit Binomialcoefficienten und 

Potenzen. Pr. d. G. Rendsburg 1868. 

E. Pellet. Solution de Ja question 811. Nonv. Ann. (2). 

VII. 227 u. 228. 

Ist S eine Gruppe auf einander folgender Glieder in der Ent- 
wicklung von (1—a?)* (i negativ) oder eine Gruppe auf einander 
folgender Glieder mit positiven Coefßcienten in der Entwick- 
lung von {l-\-xy (i positiv) und schreibt man S in der Form 
ix^Sy so ist 2 eine Grösse, die ihr Zeichen niemals ändert, wie 
auch X beschaffen sei, oder eine solche Grösse, multiplicirt mit 
einem Binom ersten Grades. Dasselbe gilt auch für die Ent- 
wicklung von e^ 

0. Taylor. Solution of the question 2426. Educ. Times. 

X. 31 u. 32. 

Bezeichnet man — ^ — ^, — —, — \ — r— n^it F«, so ist 

" '■■>4^ + (''»+7S-)'- 

2) F.>|.f±l(, + 1), 

2 n \ ay 

3) — T-T ^n wächst mit «. 
^+1 
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loRVATH. SuT les valeurs approximatives et rationnelles 
ies radicaux de la forme -^X'+Y'+Z' et ^X'+Y\ Inst. 

1868, 1. sect. 67-69. 

Poncelet hatte in seinem „Cours de M^canique appliquöe aux 

klachines" Metz 1828 eine näherungsweise Form fttr }/X*+ Y* 

gegeben. H. Horvath hat dies fllr yX'+F'+Z* erweitert und 
indet für X> Y>Z 

R = 0,939-X + 0,389 T + 0,297Z. 
)er grösste Fehler beträgt 0,06X (s. auch Schlömilch Z. XIV, 80). 

0. 



Sechster Abschnitt 
Differential und Integral-Beclinung. 

Capitel 1. 
Allgemeines (Lehrbücher etc.). 

Debacq. Sur son memoire: Essai sur les grandeurs des 
diff^rentes ordres. Mondes (2). XVI. 484. 

Debacq. Les infiniment petits. Mondes (2). xvi. 567; xvii. 

197 u 238. 

HoüEL. Les infiniment petits. Mondes (2). xvi. xvn. 197 

u. 287. 

De Marsilly. Infiniment petits. Mondes (2). xvn. 286. 

AngriflFe des Herrn Debacq auf die von Duhamel gegebene 
Definition des unendlich Kleinen. Vertheidigung derselben seitens 
des Herrn Hotiel. 0. 

Debacq. Des bases du calcul infinitesimal et des infi- 
niment petits. Mondes (2). XVIII. 608. | 

Weitere Begründung der Anschauungen, die der Verfasser 
in der oben erwähnten Arbeit niedergelegt hatte. 0. 

A. Genocchi. Relation entre la diflference et la d^riv^e 
d'un meme ordre quelconque. Grunert Arch. XLix. 342-345. 

Der Beweis des Satzes, dass der DiflFerentialquotient -^ 

die Grenze von —r-^ für /tx = ist, wird aus einer Verallge- 
meinerung der Relation ((x-^h^ — fQc) ^hf^x+dh) hergeleitet. 
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Jind A, Ä, , . . . Ä« die successiven Vergrösserungen, so ist entweder 

J*y = hh^...hn-if^''K^ + Oh + d^h, +... + Ön_iA„-i) 
3der 

U 

welche Formeln zugleich Ausdrücke für das Ergänzungsglied der 
Newton'schen Interpolationsformel liefern. M. 

C. F. E. Björling. Elementerna af algebraiska analysen och 
differential-kalkylen, afterCauchy, Bertrand, Todhunter. 

Upsala, Edquist 1868. 

M. H. PiMENTEL. Schets van de alleriveste beginselen 
der diflferentiaal en integraal rekening. Hoofzadelijk 
naar anleiding van Tate's „Principles of the differential 
and integral calculus simplified" voor afgegaan door 
sen dit werkje goedheurend schryren van wijlen den 

hoogleeraar Dr. R. LobattO. Rotterdam, Altmann 1868. 

Rübini. Element! di calcolo infinitesimale. 2 v. Napoli 

1868. 

Robinson's Differential and Integral Calculus for High 
Schools and CoUegs, edited by Quinly. New -York, 

JvisoQ 1868. 

ScHLÖMiLCH. Uebungsbuch zum Studium der höhern 

Analysis. Leipzig, Teubner 1868. 

H. DöLP. Aufgaben zur Differential- und Integral - 
Rechnung nebst den Resultaten und den zur Lösung 
nöthigen theoretischen Erläuterungen. Giessen, Ricker, 1868. 

• 

H. G. DoERK. Erste Fortsetzung der Sammlung stufen- 
mässig geordneter und vollständig berechneter Aufgaben 
aus der reinen Differentialrechnung. Pr. G. Marienburg. 

DaDzig 1868, 
5 Beispiele zur Diffeientiation der impliciten Functionen, und 
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12 Aufgaben über das Maximum und Minimum der Function^ 
mit vollständigen Auflösungen. M. 

W. Walton. Note on the Operation e"" -^. Quart J. ix. 

355-357. 

W. Walton. On the Symbol of Operation a?T-- Q^Mt. 

18 - 22. J. IX. 
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Differentialrechnung (Differentiale, Functionen von 
Differentialen, Maxima und Minima). 

Cayley. A „Smith's Prize" Paper. Question 5. Messenger 

IV. 206-208. 

Es werden die Differentialgleicbungen hergeleitet, die den 
drei Integralgleichungen 

Qf+cy=^x(ix+lXx+2), (y+cy = x\x^l), (y+cy=^x' 
entsprechen, und die singulären Lösungen geometrisch gedeutet 

M. 

TcHEBYCHEF. Des uiaxima et niinima des sommes com- 
pos^es de valeurs d'une fopction enti^re et de ses 
döriv^es. Liouviiie J. (2). xin. 

Die behandelte Aufgabe ist die folgende: 
Es soll der Ausdruck 

zum Maximum oder Minimum gemacht werden, wo x eine un- 
abhängige Variable, y eine ganze rationale Function derselben 
von gegebenem Grade, aber mit unbekannten Coefficienten, 
y' y" die Ableitungen derselben nach x^ (p^ eine gegebene ganze 



Gapitel 2. DiffereotialreclinaDg. 97 

ionale Function von a-, y, j/, y", . . . , die Summe dem Index i 
tsprieht, welcher anzeigen soll, dass die Variable x eine belie- 
be und folglich auch den Functionen y, y*, y", ... die sich da- 
rch ergebenden Werthe beizulegen sind. In dem Falle, wo 
3se Werthe a?,, o?,, ... continuirlich auf einander folgen, sich 
3 Summe 2 also in ein bestimmtes Integral verwandelt, enthält 
3 Aufgabe eine gewisse Analogie mit der der Variationsrech- 
ng, unterscheidet sich aber sehr wesentlich dadurch, dass nicht 
n allen Functionen y von x, sondern nur von den ganzen 
mctionen vom gegebenen Grade m die ermittelt werden soll, 
^Iche die Maximal- oder Minimal -Eigenschaft hat. 
Ist 

ergeben sich die Oleichungen, welche zu lösen sind, leicht 
irch Dififerentiiren der gegebenen Summe nach ii^, A^y ...Ami 
3nn das Maximum oder Minimum ein absolutes sein soll. Wird 
e Aufgabe aber darin beschränkt, dass gewisse andere ähnliche 
immen wie die gegebenen, also von der Form 

2(ps{Xi,yi,yiyyi\...^ 

rschwinden sollen, wo jedoch die Werthe der x in den ver- 
hiedenen Summen nicht dieselben sind, so wird die Lösung 
idurch erschwert, dass sich die Bedingungen nicht auf Glei- 
bungen von bekannter Gestalt, also z. B. nicht wie in der Va- 
itionsrechnung auf DiflFerentialgleichungen zurückfuhren lassen, 
em Verfasser gelingt die Lösung des Problems jedoch durch 
ejenigen Reihen, die er in einer früheren Abhandlung (D6- 
iloppement des fonctions en s6ries ä Taide des fractions con- 
lues) bereits behandelt hat Ni. 

XEiNFELLER. Zur Theorie der Maximal- und Minimal- 

Werthe. Schlömilch Z. XIII. 515-521. 

Der Verfasser betrachtet diejenigen Fälle, wo einer der für 
is Criterium zu untersuchenden Differentialquotienten unendlich 

ird. Die Bemerkung im Anfange, dass (x— a)5 für jedes reelle 
positiv bleibt, möchte doch wohl der Anfechtung unterliegen, 
as Sesultat der Untersuchung drückt der Verfasser so aus: 

Fortficbr. d. Math. 1. 7 
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^Um die Werthe der Variabein zu finden, welehe eine 

gegebene Function F(;r), deren n erste Difierentialquotienten 

ftr a;=a Null sind und zugleich stetig bleiben, zu ein^ 

Maximum oder Minimum machen, braucht man nur die 

Werthe zu bestimmen, fllr welche bei geraden n FW (4 

und bei ungeraden F(«~*)(a?) bezüglich ein Grösstes oder 

Kleinstes wird". 

Ni. 

Grünert. üeber eine Aufgabe aus der Lehre vom Gross- 
ten und Kleinsten. Gmnert Arch. IX. 68. 

Der Verfasser behandelt die Aufgabe, einen Punkt einer g^ 
gebenen Geraden so zu bestimmen, dass die Differenz seiner 
Abstände von 2 gegebenen Punkten ein Minimum ist Der Zweck 
dieser Arbeit ist nach dem Ausspruche des Verfassers, zu Nuti 
und Frommen derjenigen, welche die Bedeutung der Vorzeiehen 
einer Quadratwurzel nicht gehörig berücksichtigen, ein Beispiel 
zu geben. 

NL 



Capitel 3. 
Integralrechnung. 
Pfl. A. Grühn. Ueber die Integrabilität der DiflFerential- 

functionen. Pr. Meldorf. 1868. 

J. CocKLE. Memorandum on the Evaluation of Integrals. 

Proc. of Manch. VII. 67 u. 68. 

Verallgemeinerung der vom Verfasser in Philos. .Mag. (i} 
XXXIII und XXXIV gefundenen Sätze. 



re: 



0. •' 
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OCKLE. On a certain rational fraction. MeBsenger, 17. 

168-177. 

Sind x^ und x^ ganze rationale Functionen von x, so wird 

X dx 
ir Integration von — J — im Allgemeinen die Auflösung der 

leiehung x^ = nöthig sein. Der Verfasser führt einen beson« 
»ren Fall an, in welchem dies nicht erforderlich ist. No. 

[EKENs DE Haan. On a Theorem in the Integral Oal- 

Culus. Rep. Brit. Ass. 1868. 

Ableitung der Formel: 

J dej Ke,ixi)dx 



+/'^*/''*-')^*- 







t 0. 

r . X* •C"* dx 

LERMITE. Sur Tint^grale / . Briosclii Ann. (2). I. 

155-158. 

/x ffidx 
^ für ein ungerades 

i rein algebraisch und von der Form P/l— a?* — C, für ein 
erades tn aber transcendent und von der Form 



^, VI— ic' 



Termite leitet für das Polynom P den Satz her : P ist, abgesehen 
on dem Factor ,' '"^ -^ , gleich dem Aggregat der 
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ersten — ~— ^ Glieder in der Entwicklung von (1 — «•)-* nach 

steigenden Potenzen von x. Bemerkenswerth ist, dass wenn man 
diese Entwicklung irgendwo in zwei Theile theilt, beide Theile 
ein und derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung genügea. 
Das andere Polynom ^ hingegen ist, abgesehen von dem Factor 

— * oder "«"jß ' gleich dem Aggregat der erstea 

^•~E*0 ••• '** 

-TT- ^ Glieder in der Entwicklung von ^ nach steigend« 

Potenzen von x. Als Erweiterung ergiebt sich die Bestimmiuig 
von i in dem Integral / ^^^ = y(^)l^l — ^* + g/ . ^ 
wo FQv) und (p(x) ganze Polynome bedeuten, durch Entwicklon; 
vonF(a:).(l-i^) *. ^ 

W. Crofton. Solution of the question 2641. Educ. Times. 

X. 20 n. 21. 



Der Werth von 






/y dxdy .MW 



_■< 



'^( 



J. BooTH. Sur la rectification de quelques courb»—^ 

Brioschi Ann. (2). II. 81-88. E,^ 

Wir führen die Gleichungen der rectificirten Curven an: \^ 

1) Ä'(a'y'+6V) = (a:«4-»')\ 

2) aV-6>* =(x'+»'y, 



.% 



3) -Jf-^ = 1, a^'+y'+^'^r«. r^ 



Le Cordcer. Sur une integrale double. 0. R LX^ 

707-710. 

Ableitung der in Gauss' nachgelassenen Schriften ohaeBi' 
weis mitgetheilten Formel: 



D 



r 



*) In der Arbeit steht beide Male irrthümlich «i — 1. |^ i^ 



fß 
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4tnm = 

\x^^x)(dydz'-'didy')+{y''y){dzdx'''dxdz')+{z'-z){dxdy'^dydx') 

{(<r'-a>)'+(y-y)'+ (»'-»)'}* 
xfi, afy'tf sind die Goordinaten zweier Punkte, deren jeder eine 
5e8chlo8Bene Curve durchläuft. Die beiden Curven, längs welcher 
iie Integration stattfindet, sollen sich nicht schneiden, m giebt 
in, wie oft sich die eine um die andere herumwindet, eine Zahl 
irelche auf folgende Weise definirt ist: Man zähle wie oft die 
eine Curve eine beliebige von der andern Curve vollständig be- 
^enzte Fläche in einem bestimmten Sinne und dann im entge- 
gengesetzten schneidet, der Unterschied beider Zahlen ist dann m. 

B. 

P. DU Bois Reymond. üeber Fourier sehe Doppel -In- 
tegrale. Borchardt J. LXIX. 65-108. 
Das Fourier'sche Integral 

J dyj *da;cos(y(iF-|))/a: = ^/"(l) 
ü — « 
geht aus folgendem hervor: 

W / ^y / ^ ^^s (^»y) t^ == limA=Qo / fxdx = — f(0) , 

U (J 

(«bedeutet einen beliebigen positiven Werth, fx eine beliebige 
e?. auch gesetzlose Function). Die Bichtigkeit dieser identischen 
Gleichungen lässt sich genau in derselben Weise darthun, wie 
^on Dirichlet (cf. Theorie d. Funkt, v. Coumot § 426, oder Crelle 
l XVII, 60) bewiesen wurde; dass : 

(n.) ^,^./'^fx.dx==^m, 

ü ^ 

^enn h ganz und ungrade, a<in gedacht wird. 

Die charakteristische Eigenschaft der Integrale (I.) und (IL), 
on a unabhängig zu werden, wurzelt darin, dass: 

(IQ.) / dx und / — ; dx 

^ ' J X J sma; 

u u 

n der Grenze ä = oo von a unabhängig (^= -^-J sind. Nach 

^ Untersuchung des Verfassers, welche nur reelle Integrations- 
^ege berücksichtigt, giebt es nun unzählig viele Integrale der 
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Fonn / <P (Xj K) dx, welche für A = oo von a unabhängige, von 

u 

Null verschiedene, endliche und bestimmte Werthe erhalten. Ver- 
fasser nennt dieselben Dirichlet'sche Integrale (D.-Intgr.) und 

jedes Doppelintegral / dy/ da?qp(a?, y), welches nach der In 

ü 

tegration in Bezug auf y auf ein D.-Integr. führt, ein Fourier*- 
sches (F.-Integr.). Für alle diese F.- oder D.- Integrale bestehl 
die der Relation (I.) oder (II.) analoge: 

(IV.) Um^^oDy^ dyJ^'dx.fx.tf^Xyy) =y "/»•*(«,*)*»? 

u u u 

= f{(S)pOQD,K)dx. 
ü 
Nach diesen Ergebnissen lässt sich eine ausgedehnte Klasse von 
Doppelintegi-alen auswerthen, welche für die Auflösung partieller 
linearer Differentialgleichungen von grosser Widitigkeit sind. 

Um F. -Integrale zu bilden, geht die Abhandlung vom an- 
bestimmten Doppelintegral aus. Ist: 

so wird: 

F(x,y') möge nun folgende Bedingungen erfüllen: 

a) F(^a,K)'-F(^a,yJ ist, wenn zuerst y^^O, dannÄ=<* 

gesetzt wird, bestimmt, unabhängig von a, von Null ^ 

Unendlich verschieden. 

ß) F(x,y') erlangt verschiedene Werthe, je nachdem man 

erst a? = 0, dann y = oo, oder erst y = oo, dann a? = se^ 

Alsdann ist: 

y^dyy^V^,y)ifa==F(a,A)-F(a,yo)--FC«o.&)+^C^o»».) 
y» *'o 
ein Fourier'sches Integral, wenn man noch die Grenzen in ^^' 

gender Reihenfolge bestimmt: 1) y^ =0, 2) x^ =0, 3) * = <*• 

Nach diesen beiden Kriterien lassen sieh beliebig viele ^ 

oder D.- Integrale bilden; von denselben soll hier die Gruppe ^ 



\ 
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ifbhrt werden, welcher die Integrale (III.) angehören. Hat 
Imlich irgend ein Integral der Form: 



/ 



dx 

X 

u 



len endlichen, von Null verschiedenen Werth, ist 0(0) =0 und 
zeichnet man mit (pQ) die Ableitung --^t-) bo ergiebt sich 
f Grund obiger Kriterien, dass: 



/ 9yJ dx.q>(x.y) 



1 F.-Integral wird, sobald man nach einader y« = 0, x^=iO^ 
= CO setzt. Man findet z. B. aus : 

f x^e-'^dx = r(v4-l) 

Ü 

IS F.-Integral: 

/ dy/'''<to.aj^y^r-*-y(v4-l — (ry) = r(i' + l). 

achdem somit die Existenz unzählig vieler D. -Integrale erwie- 
in ist, bleibt zu ermitteln, ob: 

(VI.) limÄ=. ^"fx .W(x,hydx^ fCO) .r Vix, Ä) dx, 

t) u 

oraosgesetzt dass / WQXfh^dx ein D.-Integral ist. Den Beweis 

u 
es Verfassers hatBeferent durch folgenden einfacheren ersetzt: 

an theile das Intervall bis a durch Zwischenwerthe «, ... äp 

S dass weder f(x).jxoch V^(x,h) innerhalb irgend eines Theil- 

tervalles «r «r+i ihre Zeichen wechseln und untersuche den nu- 

frischen Werth von: 



P'"^'Kx).0(x,K)dx. 



*r 



ird fx in dem Intervall bis a nicht oo, so erlangt es nume- 
ch im Intervall Sr^r+x einen endlichen grössten Werth M und 
ien kleinsten N, folglich ist dem numeriseben Werthe nach: 

'"'^'fx (x, K) dx > Nf'"^' (o?, A) dx, < m/'"^' Qv, A) dx. 



*r 
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Dieses Raisonnement gilt offenbar, gleichviel, wie gross h ist 
Wird Ä aber oo, so ist nach Voraussetzung 

lim/'''"^* (P(x, K)dx = \imf'"Q>(x, K)dx = *, 

wo k einen von der oberen Grenze unabhängigen Werth bedeutet 
Folglich werden die Factoren von M und N im Grenzfalle 0; also: 



e, 



daraus aber ergiebt sich^ dass: 

limÄ= oo / fx.WQcj K) dx = lim^^ » / fx.^f (x, K) dx, 

U 

wenn & eine beliebig kleine Zahl bedeutet = oder < «j ; da aber 
der grösste und kleinste Werth von fx im Intervall bis tS* bei 
genügend kleinem & mit /'(O) zusammenfällt, so ergiebt sich: 

(VI.) limÄ=»/V^-*(^.Ä)^ = /'(0)/'^^(a?,A)*i? 

u u 



= f(0)f''^(x,K)dx. 
ü 
Öiese wichtige Gleichung gilt aber nur mit der Einschränkung, 
dass fx in dem Intervall bis a nicht unendlich werde, sonst 
darf diese Function völlig beliebig, auch gesetzlos sein. 

Wird fx an irgend einer Stelle in gegebener Stärke unendlich, 

so lässt sich übrigens der Werth des Integrals / fx.W(x,h)dx 



durch Aussonderung des betreffenden Intervallea in vielen FäU^ 
noch angeben. 

Aus Gleichung (VI.) folgt unter den entspredbenden Bedin- 
gungen : 

(Vn.) limÄ=aoy V(^. A) W(x,K) dx = limÄ= »/(0, 4^^" W(x,h)dx. 

U 

Endlich gestattet sie die Bestimmung von Integjralen folgender 
Form : 

limÄ== «/"' IP(A (rr), A)/'(a?) . dx 

a 

vorausgesetzt, dass nicht nur / W(^x,h)dx, sondern 



/ 
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b 
V(^-'X,K)dx für limÄ=« D.- Integrale sind. Das erste dieser 



Integrale habe den Werth ^4+, das zweite den Werth A^, XQc) 
sei eine völlig beliebige Function von x, welche für folgende 
zwischen a und 6 liegende Werthe von x Null wird a, 6, «,,«,, ... a» ; 

/9j, /?,, . . . /?». Beim Durchgange durch eine Wurzel a möge il(ir) 

Fx 
wachsen, beim Durchgange durch /? abnehmen, endlich sei 4^- 

stetig in den Nullpunkten von A(a;). Dann ergiebt sich: 
limÄ=^'a)(ACrr), h)fx.dx = + ^4±T ^4± : 

a 

Die beiden ersten Glieder fallen fort, wenn ka und Xb nicht 
Null sind ; die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nach dem 
XQa-i-dä) und X(b — dV) positiv oder negativ sind. 

In dem vierten Abschnitt der Abhandlung wird die Conver- 
genz derjenigen Volumina untersucht, die sich als F.-Integrale 
darstellen lassen , wenigstens für den FaJl, dass die Function 
unter den Integralzeichen nur von x,y abhängt; Beferent be- 
schränkt sich auf diese Anführung, weil die betreffenden Resultate 
weniger wichtig erscheinen. K. 



Capitel 4. 
Bestimmte Integrale. 

Pranghofer. Beiträge zu einer Abel' sehen. Gleichung 
und zu einem Satze von Parseval. Wien. Ber. LVII. 29-41 

Eine „Abersche Gleichung" bedeutet hier „eine von Abel 
aufgestellte Gleichung". Dieselbe findet sich: Oeuvres compl. 11, 
90 und lautet: . 

/i dt —w(x-\'at%^-\'q>(x-'ati^ ^ r \ \ 
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Der Verfasser findet aUgemeiner: 

— flO 

und 

— » 
Die HerleituDg ergiebt sich unmittelbar durch die Beihendarstel- 

lung der linken Seite. 

In ähnlicher Weise wird ein Satz von Parseval (Mäm. pr&. 

de Paris I.) erweitert, indem der Werth von 



— 00 



in eine Beihe entwickelt wird, welche nach Potenzen von 
fortschreitet. No. 

Öttinger. Ueber die Integrale von sina:*rfap, cosaj*rfa?, 
sina:*cosa;*rfa? innerhalb bestimmter Grenzen. Grunert 

Arch. XLIX. 51-67. 

Die Abhandlung enthält eine längere Seihe von Formeln, die 
sich auf den Fall beziehen, wo m und n ganze Zahlen, die Grenzen 

aber Vielfache yon n oder -^ sind. xt« 

E. Padova. Soluzione delle quistioni 49 , 50 , 66. 

Battagl. G. V. 116-120. 

L. Eajola. Soluzione delle quistione 66. Battagl. G.v. 

121 - 124. 

Die drei gelösten Aufgaben (S. IV. 318 und V. 124) verlan- 
gen den Beweis folgender Sätze: 

49. Ist r eine ganze Zahl und <:2n^ so ist 



n 



sinaj.sin2a;...sin2niF.cos[n(2n-|- 1) — 2r]xdx = ^a^- fl — ^^^ ^ ^> 
u 

je nachdem r=: ^ oder nicht; und =0, wenn r>ii(2ii+l). 
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50. Ist r eine ganze Zahl und <2ii-f 1; so ist 



71 



/ sina?.sin2a?,. .sin(2ii + l)a?.sin[(2« + l)(n + 1) — 2r] a? da: 

je nachdem r = — ^ — "^ oder nicht; und «0, wenn 

r>(2n + l)Cn + l). 

66. Sind r und n ganze Zahlen, so ist fttr ein ungerades r 



TT 



/ cos'».cos'3».,.cos'(2r4-l)a.sin2».sin4»,..8in(2r+2)» 
" xCOS(3r'+7r+4-2n)»d* 

HM 

( ^^ 2 yy . 

s= ^ 3;:^3 — , wenn n<2r+3 ein Quadrat ist, aber 

= 0, wenn 11 < 21*+ 3 kein Quadrat, oder wenn fi>(r-flX3r+4). 
Für ein gerades r ist: 



TT 



/ cos'».cos'3»..,cos'(2r+l)».8in2a.sin4a...sin(2r+2)» 
» xsin(3r'+7r + 4— 2n)»d» 

r 

=5 ■ 23H-3 — > wenn i»<2r4-3 ein Quadrat, aber 

= 0, wenn n<2r+3 kein Quadrat, oder wenn n<(r-flX3r+4). 

M. 

W. Shanks. Second and Third Supplementary Paper 
on the Calculation of the Numerical Value of Euler's 

Oonstant. Proc. of Lond. XVL 154 und 299 - 300. 

Fortsetzungen von Proc. of Lond. XV. 429—432, woselbst die 
Constante des Integrallogarithmus mit Hülfe der Beihe 

WO Sn die harmonische Beihe und die B die Bemoulli'schen 
Zahlen bedeuten , auf 80 Stellen berechnet wird. Vgl. Öttinger 
(Borchardt J. LX, 375). In unseren Ergänzungen- wird die Be- 
rechnung fortgesetzt. Für n = 00 ist £ = S» — logw. 

M. 
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H. Weber, üeber einige bestimmte Integrale. Borchardt 

J. LXIX. 222-237. 

Die betrachteten Integrale sind diejenigen, welche die BesseV- 
schen Functionen von beliebiger Ordnung J^^^(zi) enthalten. Zu 
diesen Integralen gelangt der Verfasser durch Benutzung der 
Formel : 



—30 — « 



die aus Betrachtungen, die der Wärmelehre entnommen sind, sieb 
leicht beweisen lässt, von der aber hier auch ein analytischer 
Beweis gegeben wird. Ni. 

Andrae. Om den approximative Beregning af bestemte 

Integraler. Overs. Kopenh. 1867. 165-201. — Tychsen Tidsskr. (2). 
IV. 24-30. (Auszug.) 

Zur annähernden Berechnung eines bestimmten Integrals 

ydx 

g 
theilt Simpson das Intervall J in n gleiche Theile, und verbindet 

die nächsten Theilpunkte durch anschliessende Parabelbogen 
für vertikale Axen. Dagegen legt Cotes durch dieselben Theil- 
punkte eine parabolische Curve n**" Grades. Gauss verfügt über 
die n Theilpunkte derart, dass, nachdem das Integral durch lineare 
Substitution auf die Form 



=/' 



= y Vö< 



F 

gebracht, und y nach Potenzen von t entwickelt ist, in der Ent- 
wickelung von F—F^ die Coefficienten der 2n eirsten Glieder 
verschwinden. 

Der Verfasser wendet im Wesentlichen die Gauss'sehe Me- 
thode an, findet jedoch Vorzttge der Darstellung d^ Integrals in 
der Form 

vor der Reduction auf die Grenzen bis 1. Hier verschwinden 
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der Entwickelung sogleich die UDgeradstelligen Terme. Theilt 
an das Intervall bei t==a^, a, , ... a^y und entsprechen diesen 
mkten die Werthe y = il, , il, , ... An, so kann man, um den 
äherungswerth des Integrals in der Form 

irzustellen, entweder die Theilpunkte als fest betrachten, und 
irch Bestimmung der jR die n ersten Goefficienten der Ent- 
ickelung von F—F^ zum Verschwinden bringeu, oder auch über 
stere so verfCLgen, dass 2n Goefficienten verschwinden. Im 
teteren Falle werden die Grundgleichungeu 

O— 2Ä 

-^ö'.** = oI ■ 4 ; -Ta'^+^Ä = 0. 

ie Gleichungen zweiter Form werden im voraus erfllllt durch 
mmetrische Leguug der Theilpunkte und Gleichheit der paar- 
3ise entsprechenden R. Zur AuflösuDg der übrigen kann man 
icht eine Gleichung 

cg~ + c,g«-* -I \-Cn = 0, (^ = y oder ^^^j-J 

f stellen, deren Wurzeln die Werthe von a' sind, indem man 

r q = ajt die Gleichung mit üfl^Ru multiplicirt, die Summe 
mmt, und die bekannten Summenwerthe einftlhrt, woraus die 
^thige Anzahl linearer Gleichungen zur Bestimmung der c her- 
»rgeht. Die R sind nach Ermittelung der a linear bestimmt, 
ie a sind hiemach von der Function unabhängige Zahlen, die 
sh überdies als Wurzeln der Gleichung 

d^^ ^ 

weisen. 

Bei specieller Anwendung wird besonders der Fall als be- 
erkenswerth hervorgehoben, wo im voraus die R einander 
eichgesetzt, mithin das Flächenstück F in ein Rechteck verwan- 
ilt wird, dessen Höhe das arithmetische Mittel der A ist, wäh- 
ind die a so bestimmt werden, dass n Goefficienten der Reihe 
jrschwinden. Die Goefficienten c der obigen Gleichung, deren 
'urzeln die a sind, werden alsdann recurrirend dargestellt durch 

äTi 2A+1 ""^'^ ~ "^''^- 
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Um zur Prttfang des Fehlers das erste nicht yersehwind^de 
Glied 

ZU berechnen, braucht man nur das genannte Verfahren, wodurch 
die c gefunden wurden, fortzusetzen; denn in der nächst folgen- 
den Relation tritt sogleich üa^^R als Term ein. IL 

Tychsen. Nogle Anvendelser af Liouville's Theori cm 
Differentiation og Integration med brutne Indices. 

Tychs. Tidsßkr. (2). IV. 89-109. 

An einen Auszug aus Liouville's Abhandlung in J. de TEc. 
Pol. t. XIII., enthaltend die Elemente seiner Theorie und die 
symbolische Darstellung von 7 bestimmten Integralen in Form 
von Integralen mit gebrochenen Ordnungsexponenten, schliesst 
sich eine Reihe geometrischer und mechanischer Aufgaben, welche, 
in complicirter Weise angelegt, in der Kürze zu sehr einfachen 
Besultaten führen. H. 

L. Matthiessen. Sopra alcune proprietä degP inte- 
grali euleriani di prima e seconda specie. BrioschiAniL 

(2). IL 21-27. 

Die Abhandlung betrifft eine Erweiterung der aus der Theorie 
der Euler'schen Integral^ bekannten Formel: 

Der Verfasser ersetzt den ersten Ausdruck links durch den all- 
gemeineren 

Er gelangt zur Entwicklung dieses Ausdrucks mittels recurrenter 
Formeln, in welchen die Goefficienten der Gleichung 

Torkommen, die so bestimmt sind, dass die Gleichung 

die r*^" Potenzen der Wurzeln der ersten Gleichung enthält. Bei 



/ 
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lieser Entwicklung ergiebt sich dann eine Beihe von Formeln, 
welche die Functionen F und B selbst betreffen. 

Ni. 

L. ScHLAEPLi. Sülle relazione tra diversi integrali de- 
finiti che giovano ad esprimere lä soluzione generale 
della equazione di Riccati. 'Brioschl Ann. (2). I 282-242. 

Siehe Abschn. VI. Cap. 5. 
Bnneper. Bemerkungen über einige bestimmte Integrale. 

Schlömilch Z. XUI. 250-253. 
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Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

>. Roberts. Solution of the question 2497. Educ. Timea 

X. 47 n. 48. 

Bezeichnet man 

1.2(te'M.2.3 da?> ' 1.2.3.4 dx* ' ' " 1.2. ..9 dx' 
lit a, b, c, ,. . h, so ist 

a, b, c, a*, 0, 

b, Cy d, 2äb, ö'> 

c, d, e, 2ac+5', 2ab, a* 
rf, c, /; 2ad+2bc, 2ac + b% 3a* b 

e, /; g, 2ae + 26d + c\ 2ad + 2bc, 3a*c + Sab* 

f, 9s K 2af-\-2be^2cd, 2ae + 2bd + c% 3a'd-}-6a6c+6» 

ie allgemeine Differentialgleichung von 

a, «'+ a,x*y + b^ xy*+ 0,05'+ <tey + 6, y'-f- c, « + c, y + c, =0. 



= 



112 VI. Abschnitt. Differential- und Integral -Rechnung. 

A. Cayley. On Riccati's Equation. Phil. Mag. (4). XXXVL 

348-351. 

Der Herr Verfasser geht von der Gleichung 

-!■+.• = »"- 

aus, welche durch algebraische und Exponentialfunctionen integra- 
bei ist, sobald (2t-|-l)qf=+l/ wo i=0 oder irgend eine positive 
ganze Zahl bedeutet. Zur Integration fhhrt die Substitution 

y z=z —- , wodurch man -^-r = a;'«-^u erhält. Sind P, Q die 

particulären Lösungen und F, (y ihre Ableitungen, so wird y voi 

der Form y = , J^ , worin fr die Integrationsconstante ist 

KyJr •\' mjU mJ 

Um die Lösung zu vollenden, setzt der Verfasser u = se* und 
betrachtet die beiden particulären Integrale ». = £AnX*^ und 

n U 

», = ^il' 3?"«+* der dadurch resultirenden Differentialgleichung 

Für die An und An ergeben sich die Relationen 

\(2n--\)q+\\A!n^i + nq(nq-^i)Än = 0. 
Die Reihen ä, und », sind endlich, wenn (2i4-A)g resp. +1 
oder —1 ist, folglich auch die P und Q. M. 

L. ScHLAEFLi. Sülle relazione tra diversi integrali de- 
finiti che gioväno ad esprimere la soluzione generale 
della equazione di Riccati. Brioschi Ann^ (2). L 232-242. 

In der vorliegenden Abhandlung wird die Auflösung der 
Riccati'schen Gleichung durch bestimmte Integrale von verschie- 
dener Gestalt gegeben, und zwischen den letzteren einige Rela- 
tionen festgestellt. Ni. 

CocKLE. On the Integration of differential equations. 

Educ. Times. IX. 105-112. ( 

Theorem I: Sind die Goefficienten der beiden lineares 
Differentialgleichungen der zweiten Ordnung 
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urch die Relation g'4--i — r = Q^+^t^—R verl)unden, so ist 

,^/(j-Q)J'y ^ jr (Dj^ Functionen auf beiden Seiten der Be- 
ingungsgleichung nennt der Verfasser critieoids.) 
Theorem II: Die Gleichung 

A für jede Function r von x lösbar, da sie in eine Gleichung 
oit Constanten Goefficienten transformirt werden kann. Dasselbe 
ritd f&r ein Paar Differentialgleichungen von ähnlicher Form 
uehgewiesen. Die gewonnenen Resultate lassen sich u. a. auf 
ipecielle Fälle der Riccati'schen Gleichung anwenden. 

M. 

J. L Kjtchin. Solution of the question 2491. Educ. 

Times. IX. 21-23. 

Die Lösung der Gleichung 

kt 

y = C (a? - 1)«+^ + C, C^ - a>)«+' + C,Cx - «»)« +2^ 
^^ w eme kubi sehe Wurzel der Einheit bezeichnet. 

•• J. Walker. Solution of the question 2478. Educ. 

Times. IX. 24 u. 25. 

Direkte Berleitung von 

^ den 3 Gleichungen: 

^he Laplace, M6c. c61. 11. Cap. III § 18. 

OcKLE. On reversible symbolical factors. Quart. J. ix. 

242-245. 
Eine lineare Differentialgleichung mit constanten Goefficien- 

*'«ruchr. d. MaUi. I. g 
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ten, worin y die abhängige, t die unabhängige Variable bedeutet, 
lässt sich symbolisch in die Factoren 

(■^-'*')(^-««)- • •(■!--«• )y = <^ 

zeriegen, wo die a Constanten sind. Es werden Folgerungei 
hergeleitet, welche sich aus der beliebigen Anordnung dieser 
Factoren für die Integration ergeben , und die allgemeine Form 
solcher vertauschbaren Factoren dargethan. M. 

A. Steen. Om Integration af Diflferentialligninger, der 
före til Additionstheoremerfor transcendente Functioner. 

Skrirt. Eopenh. I. Afd. 8. 

C, Tychsen. Om Integration af lineaere Differenslig- 
ninger af 1 ste og 2 den Orden. Tychsen Tidsakr. (2). IV. 

163 - 180. 

Darlegung des Bekannten nebst einigen Beispielen der An- 
wendung. H. 

R. Radau. Th^orfeme sur las ^quations diff^rentieDes 

du premier ordre. 0. R. LXVI. 904. Mondes (2). XVE 86. 

Die Note betrifft eine Erweiterung der Jacobi'schen Metho* 
zur Integration der Differentialgleichung: 

L(xdy — ydx) — Mdy-\-Ndx = 0, 
die sich in folgendem Satz zusammenfassen lässt. 

Ist die linke Seite der Differentialgleichung: 

die aus n Variabein o?,, o?, ... a?«, ihren Differentialen ctej, cte, ...<!*• 
und n(n — 2) linearen Funktionen von a?, , x^ ... a?„ gebiÜ 
Determinante, und bildet man die linearen Ausdrücke: 

Up = öp,^i + öp,^iH \-<hn^^» 

so lassen sich die Coefficienten a und a immer so bestimm 
dass das Integral der gegebenen Grleichung die Form 

u^^ ?/j2 . . . M^n = const. 
annimmt. Nl 



•< 
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Capitel 6. 
Partielle DifFerentialgleichungen. 

CoCKLE. Solution of the question 2551. Educ. Times. 

X. 81-84. 

Sind in der Grleichung 

» ßf y nar Functionen von x^ dann ist 

r^ß l , WO qp eine will- 

.. ., % A i k / A v\ ( kürliche Function. 

-'(|+'')-fÄII(^+^)!=<') 

St ^ eonstant und dieselbe Bedingung erfüllt, so ist 

'o y; eine andere willkürliche Function. 

''-AMiLLo Tychsen. Note über die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichung: 

wo P, , ^2 5 • • • P«-i 'i Pnf Q gegebene Funktionen der 
unabhängigen Variabein x und y sind. SchlömilchZ. 

XUI. 441-445. 

Der Verfasser führt in dem besonderen Fall, wo die Funktio- 
a Pj, Pj, ... Pn einer gewissen. Bedingung genügen, die Auf- 
ibe auf n lineare partielle Differentialgleichungen l*®«* Ordnung 
irück. Dieser Fall tritt namentlich ein , wenn P, , P^ , ... P„ 
instant sind. Obgleich die Aufgabe einer weit allgemeinem 
)sung fähig, und das Resultat des Verfassers bekannt ist, so 

8* 
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empfiehlt sich die Methode durch ihre Kürze doch namentlich 
für Lehrbücher geringeren Umfanges und zum Vortrage. 

Ni. 

L. BoLTZMANN. Ueber die Integrale linearer Differen- 
tialgleichungen mit periodischen Coefficienten. Wien | 

Ber. LVIII. 34-39. lost. 1 sect. XXXVI. 384. 

Die in der mathematischen Physik so häufig vorkommenden 
linearen Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten sind 
bekanntlich unter der Voraussetzung gebildet, dass die Körper 
homogen sind und den Raum continuirlich erfüllen. Geht man i 
aber zu der Annahme getrennter Atome, welche nicht gleichförmig, I 
aber periodisch gelagert sind, über, so treten an die Stelle der 
Constanten Coefficienten periodische. Der Verfasser beschäftigt 
sich mit der Frage, in wiefern die aus der ersten Annahme ge- 
wonnenen Integrale als Näherungswerthe für die der zwdten en^ 
sprechenden betrachtet werden können, wenn die Periode, also 
die Strecke, in welcher identische Anordnungen der Atome so 
einander folgen, nur klein ist. Das gewonnene Resultat ist, dass 
in diesem Falle, wenn der Coefficient der höchsten AbleitoDf 
gleich, die übrigen endlichen continuirlich bleiben müssen. Dff 
Weg der Lösung dieser Frage ist der Uebergang vom Endlicbei 
zum Unendlichen. Ni. 

P. C. V. Hansen. Lösning af Opgave 201. TjcM»|^ 

Tidsskr. (2). IV. 54-57. 

Die partielle Differentialgleichung 
geht durch die Substitution y = ux über in 
Die andere 



, d^z dz 



^*-^'>'S+2^*-"'^(*-"j'^^+^*-^)'0 



t 



-2a;(l-a;')-^-(a>-l y-2a:'y)-^+n', = h 



It,, 
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»mmt durch die Substitution 



= u 



yi-a?« 

if die Form 

id hat das Integral 



M[^-^j +«'»' = const. 



dy 



H. 



Ldpschitz. Beitrag zur Theorie der linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen. Borchardt J. LXTX. 109-127. 

Die zu integrirenden Gleichungen sind die folgenden: 

dx dy d» ^ 

P ^ dP„ dP dP,, 
dx dy di ^ 

_ dP,, dP,, dP 



dx dy da ^ 

^ da? "^ dy "^ rf» ' 

ro X, yy z unabhängige Yariabeln, u, t>, to, g Funktionen derselben 
ind, die innerhalb eines gewissen von der Oberfläche S begrenz- 
en Raumes endlich und stetig bleiben, wenn man x, y, « als Go- 
rdmaten betrachtet, und P, P,8, P3,, P,, die Unbekannten sind, 
^iese Aufgabe kommt in verschiedenen physikalischen Unter- 
Qchungen vor. In der Arbeit „lieber Integrale der hydrodyna- 
lischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen" 
Sst sie Helmholtz unter den dabei stattfindenden Voraussetzungen, 
.ass 9 = und die Funktionen u, v, w die Bedingung erfUUen : 

du dt) dw ^ 



dx dy dz 
ass endlich an der Oberfläche S die Bedingung stattfindet: 

dt dw\ , /" dw du\ r^ , C du dv \ ^ 

^^ Of ßj Y ^6 Winkel sind, welche die nach Aussen gezogene 
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Normale an S bezüglich mit den positiven Axen x, y, z bildet 
Noch in seiner Inauguraldissertation behandelt er die Aufgabe 
nur mit der einen Einschränkung, dass ^ = ist. Der Verfasser 
sieht auch von dieser Beschränkung ab, um das Resultat in sym- 
metrischer Form zu erhalten. Die Unbekannten ergeben sich ihm 
zuerst als Integrale, die sich über den Raum T erstrecken, und 
werden dann je in die Summe eines solchen und eines über die 

Oberfläche S sich erstreckenden Integrals transformirt, 

Ni. 

Aloys Mayr. Der integrirende Factor und die partiku- 
laren Integrale; mit besonderer Anwendung auf die 
linearen Differentialgleichungen. Prolegomena zur Theo- 
rie der Integrationen. Würzburg, Kellner 1868. 

Diese Schrift „Vorrede zur künftigen Theorie der Integration'* 
ist wohl nur dem kleinen Kreise derjenigen Schüler oder Freunde _ 
des Verfassers bestimmt , welche seine mathematische Anschau- 1 
ungsweise theilen. Für andere Leser ist zu bemerken, dass nad | 
Angabe des Verfassers er schon früher den Differentialcalenl 
durch den Beweis, dass die Differentialien endliche Grössen sind, 
wissenschaftlich gestattet, und dass er die Variationen als g^ 
wohnliche partielle Differentiale festgestellt hat. Da nun nur 
noch der Integralcalcul übrig blieb, so war auch diesem eine 
neue wissenschaftliche Seite abzugewinnen, was hiermit erreidit 
sein soll. Im Anfang findet der Verfasser, dass die Bedingnn; 
der Integrabilität für höhere Differentialgleichungen, welche Euler 
aufstellt, darum anders, als von ihm zu beweisen sei, weil ä^ 
Variationsrechnung, der sich bekanntlich Euler hierbei bedient 
hat, nichts „Besonderes und Eigenthümliches^ sei. Andere, die, 
ohne des Verfassers Bemühungen zu kennen, Letzteres vielleicM 
zugeben, werden sich wohl schwerlich von der Kothwendigkät 
des Ersteren tiberzeugen, da eben ein Satz irgendwie bewiesen 
werden muss. Die Fortsetzung enthält dann Einiges über den 
integrirenden Factor, vermischt mit sehr vielen Betrachtungen 
Über die angewandten Methoden und Versicherungen, dass diese 
die richtigen seien. So glaubt z. B. der Verfasser ^den imiun- 
«tössUchen und vollkommenen Beweis gefUurt za babw, dais i» 
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allgemeine Integration der allgemeinen linearen Gleichung der 
\^^^ Ordnung, in dem Sinn, wie sie angestrebt und erwartet 
¥irdy nicht möglich ist^S Ni. 

LiUiGi ScHLÄFLi Sopra una equazione a differenziali par- 
ziali del primo ordine. Brioschi Ann. (2). II. 89-96. 

Die behandelte Gleichung ist die folgende: 
^ dto __ ^w? __ dw 

^^1^' ^~"^' ''""rfT 

m setzen ist. Die Auflösung geschieht nach der PfafTschen Me- 
;hode. Der Verfasser hat sich diese Gleichung gebildet, um die 
Anwendung erwähnter Methode an einem schwierigeren Beispiele 
;u zeigen. Ni. 

jAGUErre. Sur rintögration d'une certaine classe d'6- 
quations diflF6rentielles du second ordre. 0. R. LXVII. 

1130. 

Die zu integrirende Gleichung ist diejenige, welche aus dem 
iystem : 

dx ^ dy ^ iF(x,y,d) 

di dfj >/F(|, 17, a) 
entsteht, wenn man 17 = ö(|) setzt. Hier- ist eine beliebige 
algebraische Function von ^, F eine ganze algebraische Function 
sweiten Grades von 3 Variabein. Durch Elimination von 17 er- 
iiäK man 2 Gleichungen erster und aus diesen eine Gleichung 
Kweiter Ordnung. Die Integration erfolgt durch geometrische Be- 
trachtungen, die der Geometrie des Raumes angehören und eine 
Erweiterung derjenigen der Theorie der Kegelschnitte entnom- 
menen Betrachtungen sind, welche Jacobi zur Integration der 
Bnler'schen Fundamentalgleichung der elliptischen Functionen an- 
wendet. Ni. 

R. MoON. On the int^egration of the general linear 
partial differential equation of the second order. Phil 

Mag. (4). XXXVI. 118-122. 219-234. 
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A. V. Miller - Haüenfels. Allgemeine Integration der 
linearen Diflferentialgleichungen zweiter Ordnung und 
Ableitung von Differential -Reihen aus den hohem 
Gleichungen dieser Art. Wien, Tender 1868. 
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M. A. Stern. Ueber die Bestimmung der Constanten 
in der Variationsrechnung. Gott Abb. xra. 

Die Arbeit beschäftigt sich mit einer Schwierigkeit, welche 
sich auf die Jakobi'sche Methode der Behandlung der Kriterien 
in der Variationsrechnung bezieht. Die Aufgabe, die Bedingun- 
gen festzustellen, in welchen ein Maximum oder Minimum oder 
keins von beiden stattfindet, (d. b. die Transformation der zweiten 
Variation) verlangt, wenn die Diflferentialgleichungen gelöst sind, 
welche sieb aus dem Verschwinden der ersten Variation ergeben, 
die Auflösung neuer Differentialgleichungen und die Bestimmung 
gewisser Gonstanten. Jakobi hat nun gezeigt, dass die Lösung 
dieser Differentialgleichungen gar keine neue Integration erfordert, 
sondern dass die bezüglichen Integrale bereits durch die, welche 
sich aus dem Verschwinden der ersten Variation ergeben, mit- 
bestimmt sind. Die auf diese Weise bewirkte Lösung der Auf- 
gabe enthält aber mehr Constanten als a priori nothwendig er- 
schienen, und es bleibt daher noch übrig, nachzuweisen, dass 
zwischen denselben eine Anzahl von Bedingungen stattfindet, was 
bisher allgemein nicht geschehen ist. Der Verfasser füllt diese 
Lücke durch eine allgemeine Betrachtung aus, welche wie die 
Natur der Aufgabe erfordert, der Determipantentheorie entnom- 
men ist. Ni. 
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\. Meter. Ueber die Kriterien des Maximums und 

Minimums. Borchardt J. LXIX. 238-263. 

Die Abhandlung reproducirt im Wesentlichen eine frühere 
Schrift des Verfassers „Beiträge zur Theorie der Maxima und 
tlinima der einfachen Integrale, Leipzig 1866^ und knüpft an 
3ine Arbeit von Clebsch (Borchardt J. 55) und Lipschitz (Borchardt 
r. 65) an, in welcher letzteren eine kurze Uebersicht der hier- 
aergehörigen Literatur zu finden ist. 

Die allgemeinste Aufgabe der Variationsrechnung im Falle 
3iner unabhängigen Variabein kann also formulirt werden: Man 
}oll die den m simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung 
L) <3P, = 0, ... 9>m = unterworfenen n Variabein y^^ y,, ... y» 
ds Functionen von x so bestimmen, dass das Integral 



y =y 'y C^. Vi y'. • • • Vn y'n) dx 



in Maximum oder Minimum werde. Nach Lagrange wird dieses 
toblem durch folgendes ersetzt: Die Functionen yh sind so zu 

estimmen, dass Integral «^ = / ^^dx ein Minimum oder Maxi- 
lum wird, wenn 

(n.) ß = /^+A,y,+...+x^y, 

gesetzt ist, während die vorläufig unbestimmten Functionen Xjt 
on X so gewählt werden, dass die yh den Bedingungsgleichungen 
L) Genüge leisten. Ersetzt man in J yh durch yh-\-^lh9 wo « 
ine sehr kleine Gonstante, ja Functionen von x andeutet, welche 
a Folge der Gleichungen (I.) die folgenden m Bedingungen zu 
rfüUen haben: 

(m.) ,,.=i,(-^„+^;) = o, 

o erhält man, unter Vernachlässigung der 3*^" und höheren 
^otenzen : 

>Hlr den Fall des Maximum oder Minimum müssen erstens die 
f^ SJ=:0 machen, zweitens muss für die so gewählten yh S^J 
on Null yersehieden und zwar entweder positiv oder negativ 
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bleiben, welcher Art die n Functionen jä> die den Gleichungen 

(III.) genügen, sonst auch sein mögen. Die Bedingung dJ = Q 

und die Gleichung (I.) liefern die zur Bestimmung der Functionen 

yh und Xk nothwendigen n-\-m Gleichungen: 

.j^j . d£i d dSi , ^, V ^ / i-^i V 

(^^•) ^ = ^ä^^"^^-)' "^^ = (mGl). 

Damit die Reihe der y an den Grenzen x^ und x^ vorgeschrie- 
bene Werthe annehmen kann, muss System (IV.) 2n willktirliche 
Constanten liefern, d. h. von der Ordnung 2n sein; dazu istnoth- 
wendig und hinreichend, dass: 

d'Si d'Si dq>, d(f'^ 



(V.) R = 



^y\öyi ' 



... 



^y'n^y'i ' Sy\ ' 



öy\ 




nicht identisch Null sei. Drückt man nun ans den (n+m) Gleichungen 

-^-7- =f)A und 9>t =0 die 11+ 1» Grössen y' und X als Functionen 
dyh 
von y und v aus, so tritt an Stelle des Systems (IV.), das System 

von 2n Gleichungen: 

f VI "> -^ — -^ <^^/> _. _ ^^ 
^ '^ dx '^ dvh^ dx "^ dyh ' 

in welchen H die Form ist, welche der Ausdruck ^j^y'j^'o^-l 
annimmt, wenn für die y\ die äquivalenten Functionen von y und 
p gesetzt werden. Man nimmt nun an, die Differentialgleichungen 
(IV.) sind integrirt und bezeichnet die allgemeinen Lösungen 
durch folgende Gleichungen: y^^ [y/,]; /*= [A*]; dann sind die 
Lösungen der Gleichung (VI.) 

Unter den Symbolen [y^]' etc. denkt man bekMUtte Functionen 
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Yon X, die nur noeh von den durch die Grenzbedingungen völlig 
bestimmten lotegrations - Constanten a^^ a^ , ... 02» abhängen. 
Erscheint ftr die Folge irgend eine Function von yh, y'/,, h in 

der Klammer [ ], so denkt man darunter das Resultat, das 
durch die Substitution der Werthe [yn] etc. erhalten wird. 

Die vorliegende Abhandlung ermittelt nun die Bedingungen, 
unter welchen 3^J von Null verschieden und beständig entweder 
positiv oder negativ ist, wie man auch die den m Gleichungen 
(in.) unterworfenen, im üebrigen aber völlig willkürlichen Func- 
tionen ih wählen mag, wenn in dem Ausdruck für 3^J die yn und 
li ihre durch Gleichung (VIII.) ermittelten Werthe erhalten. Zu- 
nächst zeigen die von Clebsch gegebenen und vom Verfasser re- 
producirten Formeln, wie die zweite Variation 5V in dem be- 
sonderen Falle, dass yh = [yh], h = [^*] wird, nicht von den 
Functionen ja und ihren Ableitungen einzeln genommen abhängt, 
sondern von n linearen und homogenen Functionen ((/a) derselben, 
welche m lineare und homogene Bedingungsgleichuugen zu er- 
füllen haben. In den Gleichungen, welche diese Umformung 
präcisiren, sind ausser den schon erklärten, noch folgende Be- 
zeichnungen gebraucht worden: 

(X.) 2«.=2i...i.|[^].H-[^],i! 

+ip.|[^;yu.+.[^y,.,:+[4'lr]''';l- 

Ersetzt man in ß, die Grössen j^ und jj^ durch die Function ujf^ 

nnd ihre Ableitungen — — , die Grössen f** durch rj^^\ so sei 
das Resultat symbolisch bezeichnet mit: ß,(w<«>,r(*'>); dann be- 

deutet z. B. — * , .^^ — - die partielle Differentiation nach — 1 — , 

dx 
einer Quantität, von der man Ä, (m^^), H«')) nach der gewöhnlichen 
Bezeichnui^weise der Functionen nicht abhängig glauben würde. 

(XVI.) 4») = |,,c»)^, ,j.) = l,j.)^. 

Index h nimmt wie früher alle Werthe 1, 2, 3, ... n an, Index k 
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die Werthe 1, 2, ... m an. Die 2n* Constanten y^^^ haben 

—. — 5-^ Gleichungen zu genügen: 
1 • <^ 

(XXL) -fA «r -^;t^ «V -ä;M - 0. 



' da; dx 

sind sonst aber vorläufig völlig willkürlich. Endlich seien die 
Determinanten 

(XXm.) ^±uO)tt(2) . , , ^(») ^ i;^ 



(XXII.) 



3i9 



dx 



da; 



• • • 



«(») 
» "1 



= ü». 



2 



"> 






„(.) 



Dann ist die angekündigte Umformung definirt durch die Gleichung: 

(XXXU.) 8'J 

d'Si 1 üh Vi 






1 -^Vh^y'i 

Die n im Uebrigen willkürlichen Functionen Uh haben den m 
Gleichungen zu genügen: 



(XXXIII.) i, [1^] 1/ä = 0. 



Diese Transformation gilt aber nur unter folgenden Einschrän- 
kungen : 1) die Coefficienten der j in *V, 2) *^ ■ , ^ •* 

müssen in dem Intervall x^ bis a?j endlieh bleiben^ 3) die Con- 
stanten y^^ müssen so bestimmt werden können, dass V in dem- 
selben Intervall nicht Null werden kann. 

Darauf beweist Verfasser den Satz: „Die zweite Variation 
jV kann weder verschwinden, noch ihr Zeichen ändern, wenn 
einmal die Constanten y die eben genannte Bedingung erfüllen, 

und wenn die homogene Function ^h^A-Q — Q-rWhVii in wel- 
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shei* die Grössen üh der Gleichnng (XXXin.) genügen, im In- 
egratioDS-Intenrall x^ x^ ihr Zeichen nicht ändern kann.^ 

Damit tritt die Frage in den Vordergrund, unter welcher 
Bedingung können die Constanten y der gestellten Forderung 
:enügen und welche Werthe müssen sie ev. erhalten. Diese Be- 
ingung betrifft ausschliesslich die Ausdehnung des Integra- 
ions-Intervalles von J, Ist x* die zunächst an x^ gelegene 
Vurzel der Gleichung: 



(XXXVI.) ^(a;,irj = 



da. 



ÖOj« 



IM 

^a^ 

IM, 

^a^ 



ö[y.] 



• • • 



dOrin 



= 



s[yn\ 



d[yn\ 



T||ij bedeutet den Werth von [^] für x=^x^, dann ist 

iie gewünschte Bedingung: Die obere Grenze a?, muss <x? 
sein. In diesem Falle ergiebt sich ein passendes Werth-System 

ftLr die Constanten auf folgende Weise. Man löse die Gleichungen 

[dSl 1 
-^-p-J in Bezug auf die 2n Integra- 

iaons- Constanten a, dann erscheint jede derselben als Function 

■^-^J und setzt in diesem Dif- 

ferentialquotienten a? = a;, +*> wo a?, +« < a;', £ sonst aber beliebig 
ist, so liefern die 2n* Gleichungen: 

Werthe fftr y, die sowohl die Gleichungen (XXI.) als die obige 
Bedingung erfüllen. So kommt denn Verfasser zu dem Schlussatz : 
„So lange die obere Grenze a;, zwischen x^ und der 
Kunächst an x^ gelegenen Wurzel ar' der Grenzgleichung 
d{x,x^) bleibt, wird das vorgelegte Integral für die- 
enigen Functionen y, welche die erste Variation ver- 
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schwinden machen, stets ein Ma*xiiiinm oder Minimum, 
vorausgesetzt, dass die homogene Function 

deren n willkürliche Argumente (7a den m Bedingungs- 
gleichungen ^a ^ . U^a = unterworfen sind, inner- 

halb dieser Grenzen ihr Zeichen nicht zu ändern ver- 
mag; dagegen findet im Allgemeinen weder einMaximum 
noch ein Minimum statt, sobald x^ ^a?' geworden ist". 
Dabei ist zu bemerken, dass auch noch die Bedingungeu 1 
und 2 für die Gleichung (XXXII.) zu erfüllen bleiben, nothwen- 
dig' wenigstens die erste, während die Bedingung der Endlichkeit 

von -i^ und -^ bei einer andern Schlussweise vielleicht ent- 
oa da 

behrlich erscheint. E. 



Siebenter Abschnitt 

Capitel L 
Allgemeines. 

. Pfeiffer. Die Elemente der algebraischen Analysis. 

Leipzig, Voss. 

.Realis. Note sur le nombre e. Nouv. Ann. (2). vil. 16. 158. 

In den beiden ersten Paragraphen dieser Abhandlung wird 
ine Reihe von Ungleichheiten bewiesen, welche auf die Zahl e, 
af die trigonometrischen und hyperbolischen Functionen Bezug 
aben. Der letzte Paragraph enthält einige Anwendungen, z. B. 
af die Grenzen der Summe der harmonischen Reihe, auf unend- 
che Producte und auf bestimmte Integrale. No. 

'ayley. A „Smith's prize" Paper. Solution of the 

question 1. Messenger. IV. 201 u. 202. 

Die allgemeine Form einer ganzen rationalen Function 
(a, 6, c, . . Ä) , welche für alle Permutationen der Argumente 
ir zwei Werthe annimmt, ist (p = L+ ^«^^ wo V das Product 
vt Differenzen der Argumente, und L und M irgend welche 
mmetrischen Functionen aller Argumente bezeichnen. 

M. 

. Lemonnier. Demonstration directe de la formule de 
Moivre, expressions de sin(a+6) et de cos(a + 6). 

Nouv. Ann. (2). VII. 284 u. 285. 

Ausgehend von den Eigenschaften der Moduln und Argumente 
laginärer Ausdrücke entwickelt der Verfasser die Moivre'sche 
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Formel und leitet dann aus derselben die Formeln fbr sin(a-|-l) 
und cos(a + 6) her. T. 

Spina. Sul numero dei valori delle funzioni algebriche 
razionali le quali contengono un dato numero di 

lettere. Atti Nuovi Lincei 1868. 

J. Mc. DowELL. Solution of the question 2449. Kduc 

Times. IX. 34 a..a5. 

f(x) 
Entwickelt man '^ ^ , wo f(x) und FQe) quadratische Aus- 

drücke in x sind, nach Potenzen von x, so kann kein Glied der 
Entwicklung verschwinden, es sei denn ^^SjF^'\'^^8\r^) ^^"^^ • 

positive ganze Zahl (a und ß reelle und ungleiche Wurzehi 
von FQd)). 

Gas OH ATI. Un teorema fondamentale nella teoria delle 
discontinuita delle funzioni. Bend. d. ist. Lomb. (2). L 123. 

Synthetic evolution. Messenger, rv. 181-184. 

Es wird gezeigt, wie aus dem einfachen Zusammenhange, 
der zwischen den Coefficienten einer Reihe und denen ihr^ 
Wurzeln besteht, die Wurzeln abgeleitet werden können, und der 
binomische Lehrsatz für Bruchexponenten. No. 

Felice Casorati. Teorica delle funzioni di variabili 

COmplesse. Vol. I. Pavia 1868. 

Der Verfasser beginnt sein Lehrbuch mit einer methodisch 
geordneten Uebersicht über die Entwicklung der Theorie der 
complexen Grossen. Diese historische Einleitung, welche fast den 
dritten Theil des vorliegenden Bandes ausmacht, zerfällt in zwei 
Theile. Der erste, eine Geschichte der Theorie der elliptischen 
und AbeVschen Functionen, beginnt mit den Vorarbeiten des 
Maclaurin, d'Alembert, Fagnani, Euler, Lagrange und Landen, 
hebt dann die reformatorischen Bestrebungen Legendre's hervor 
und analysirt die von verschiedenen Ausgangspunkten fortschrei- 
tenden Arbeiten Jacobi's und Abel's, die durch EiufQhmng des 
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complexen Arguments die Theorie zu neuer Fruchtbarkeit brach- 
ten. Bei Besprechung der 0- Functionen werden auch die vor- 
ifiglichsten Arbeiten von Cauchy, Cayley, Eisenstein und Hermite 
über die elliptischen Functionen erwähnt. Hierauf wird Abel's 
bedeutendste Entdeckung, das nach ihm benannte Theorem, und 
seine Untersuchungen über die Integration algebraischer Differen- 
tiale erörtert An letztere schliessen sich die verwandten Arbeiten 
70Q Legendre, Richelot, Aronhold, Brioschi, Weierstrass, Liouville 
and Tch^bichef u. A. Zum Schluss giebt der Verfasser eine 
Geschichte der AbeFschen Functionen von Jacobi's Considerationes 
generales (Grelle J. IX) bis zu den neuesten Arbeiten über ihre 
Transformation. 

Der zweite Theil der historischen Notizen behandelt die com- 
plexen Yariabeln und die Functionen derselben. Hier nehmen 
itffirlich die Arbeiten Cauchy's den ersten Bang ein. Nachdem 
Gauss als sein Vorläufer erwähnt ist, wird die Analyse alg^brique 
ind die grosse Zahl der Untersuchungen über die complexen 
♦\inctionen, ihr Begriff und ihre Darstellung analysirt. In 
)auehy'8 Arbeiten, meint der Verfasser, müsse man den Keim 
achen für die späteren Methoden von Briot und Bouquet, von 
Weierstrass und Biemann, und sieht die genialen Entdeckungen 
iemann's fast wie eine unvermeidliche Folge der Vertiefung in 
lauchy's Ideen an. — 

Wir haben bei der Besprechung der Einleitung des Buches 
iDger verweilt, weil eine historische Uebersicht überwiesen 
weig der Analyse bisher in gleicher Ausführlichkeit noch nicht 
egeben wurde. Was den zweiten Theil des vorliegenden Bandes, 
ie eigentliche Theorie, betrifft, so können wir uns mit einer 
uebersicht seiness Inhaltes begnügen. Er zerfällt in 4 Abschnitte, 
^er erste Abschnitt behandelt die arithmetischen Operatioiien, 
ie Erweiterung des Begriffes der Zahl und den Begriff der 
^gkeit, giebt die geometrische Darstellung der Zahlen und di* 
ien arithmetischen Operationen entsprechenden Constructionen und 
«Uiesst mit den Functionen e* und Iz. Der zweite Abschnitt ist 
lern Begriff der Function gewidmet; es folgen aufeinander reelle 
Punctioneii einer reellen Variabein, reelle Functionen mehrerer 
reeller Variabein, complexe Functionen reeller Variabein und 

Fortschr. d. Malh. I. 9 
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Fanctionen einer complexen Yariabeln (Caucby und Riemanu). 
Geometrische Interpretationen, welche aus dem allgemeinen Fun^ 
tionsbegriffe folgen, werden allgemein wie auch an speciellen 
Beispielen erläutert. Im dritten Abschnitt findet sich eine Ueber- 
sicht über die gebräuchlichen Classificationen der Functionen, eine 
Theorie der Reihen und der unendlichen Producte und der In- 
tegrale längs geschlossener Linien. Der letzte Abschnitt endlieh 
behandelt das Verhalten der monodromen Functionen in der Näke 
der verschiedenen Werthe der Variabein. M. 

C. M. PiUMA. Teorica delle fanzioni di variabili com- 
plesse esposta dal Dott. Feiice Casorati. Boncompagw 

Bull. I. 167-172. 

Der Verfasser hebt die Bedeutung des Werkes von Casonti 
für die mathematische Literatur in Italien hervor und giebt dam 
eine Analyse desselben. M. 

Cremona. SuU opera del Prof. Casorati: „Teorica delle 
funzioni di variabili complesse". Eend d. ist. Lomb. (2) 1 

I. 420. 

A. S. GrULDBERG. De omvcndte Functioner anvendte p» 
Theorien for algebraesk Ligninger. Nyt. Mag. XV. l* 

T. N. Thiele. En Fundamentalligning. Tychsen Tidsskr. 

(2).^V. 109-112. (Vgl. p. 129 Kritik und p. 180 Erwiderang.) 

Die Aufgabe ist, die zwei Functionen 7>, %p zweier Variabdi 
aus folgenden zwei Gleichungen zwischen vier unabhängigen Yi- 
riabeln p, q, r, s zu finden: 

q>\pr-\rq(p(r,s),p$-]rq\l)(r,s)\ = v(p, 9).r-f V^Cp, 9)y(r,*), 

t/;{pr-f g()p(r,Ä;,p5 + Qi/;(r,Ä)} = 9^(p, «D-^ + V^CP, ?)VC^'> 

Durch Elimination zwischen den acht partiellen Derivirten entar I 

Ordnung ergiebt sich die Gleichung: 

ö<;p(p,9) öt^(p,9) 



dp dq ' 

_ 2p<p(p, g) + C\ptpCp, q) + qq>Cp, q)} + 2C'qtt^Cp, q) 

p' + Cpq + C'q' 






\ 
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^_ d(p(r,s) , dtp(r,s) 
^-"~ör"+ ds 

dr ds ds dr 

^setzt ist. Sie läsBt sich nur durch constante C, C erfllllen, 
rofern nicht <p und %f) gleichzeitig Functionen einer Variabeln 
rerden sollen H. 

L. Stben. Om Integration af Differentialligninger, der 
fÖre til Additionstheoremer for transcendente Functio- 
ner. Skrift. Kopenh. I. Afd. a 

L PiocH. Memoire sur les fonctions arbitraires. Braxelies 
tiEMANN. üeber die Darstellbarkeit einer Function durch 

eine trigonometrische Reihe. Aus dem Nachlass des Ver- 
fassers mitgetheilt durch Dedekiod. Gott. Abh. 1868. 

Der Aufsatz besteht aus drei Theilen, von denen der erste 
ie Geschichte der Frage seit ihrem ersten gelegentlichen Auf- 
machen bei der Untersuchung schwingender Saiten in der Mitte 
leB vorigen Jahrhunderts bis auf Dirichlet in einer überaus klaren, 
lie einzelnen Phasen hell beleuchtenden Weise vorführt. 

Wir entnehmen aus ihm die Titel der einschlagenden 
Schriften: 

3'Alembert: Mämoires de Tacadämie de Berlin, 1747, pag. 214 
u. pag. 220« 

— Ibid. 1750, pag. 358. 

— Opuscules math^matiques. Tome I. 1761. 
Euler: Mömoires de Tacad. de Berlin, 1748, pag. 69. 

— Ibid. 1753, pag. 196. 

Daniel Bernoulli: Ibid. 1753, pag. 147. 
Taylor: De methodo incrementorum. 

^agrange: Miscellanea Taurinensia. Tom. I. Becherches sur la 
Uature et la propagation du son. 
"^ Ibid. Tom. II, Pars math. pag. 18. 
•^ Ibid. Tom. III, Pars math. pag. 221. 

9* 
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Fourier: Bulletin des sciences p. la soc. philomatique Tomel. 

p. 112. 
Cauchy: Mömoires de Tac. d. sc. de Paris. Tome VI. p. 603. 
Dirichlet: Grelle Journ. für Math. IV. p. 157. 
Dirks en: Ibid. IV. p. 170. 
Bessel: Schumachers Astron. Nachr. XVI. p. 229. ' 

Der Stand, auf dem Dirichlet die Frage nach der Darstell- 
barkeit der Functionen durch die trigonometrische Reihe vor 
Riemann verlassen hat, ist folgender: j 

Durch eine trigonometrische Reihe ist jede sich nach dem t 
Intervall 27i periodisch wiederholende Function darstellbar, welche 

1) durchgehends eine Integration zulässt 

2) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, und 

3) wo ihr Werth sich sprungweise ändert, den Mittelwert 
zwischen den beiderseitigen Grenzwerthen annimmt. 

Die hier unter No. 1) aufgeführte Bedingung veranlasst Bie- 
mann zu der Untersuchung der Integrirbarkeit einer Function im 
zweiten Theil seiner Arbeit. Er findet: 

„Damit die Function /"(«) zwischen den Grenzen a und b in- 
tegrirbar sei, ist es nöthig und ausreichend, dass die Geflamaii^ 
grosse der Intervalle, in denen die Schwankungen von /"(iP/i+'^^/Ji 
(0 ^ *^ ^ 1) grösser als a sind, in der Summe 

durch geeignete Wahl der d beliebig klein gemacht werden kann, 
was auch a sei". 

Gewissermassen als Beispiel für diesen Satz giebt er fem^ 
eine Function an, welche, obgleich sie bei jedem rationateo Werft 
der Veränderlichen mit gradem Nenner springt, doch integrirtar 
ist, und entwickelt Kriterien der Endlichkoit eines Intejgrals^ dessen 
Derivirte unendlich wird. — Da er, in Absiebt auf seinen Zw^ 
hierbei nur reelle Functionen berücksichtigt, so mag es erlaubt 
sein, zn erwähnen, dass der Refer. in einer etwas firtther veröffent* 
lichten Arbeit zu Resultaten Air complexe Functionen gelangt ist, 
welche die Riemann'schen einschliessen und noch in manebot 
Fällen, in denen die reelle Function unendlich viele Maxitna tmd 
Minima hat, eine Entscheidung zulassen, in welehen Riemann von 
einer solchen ahsehn zu müssen glaubt. ^ 
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Der dritte Tbeil cles Biemann'sohen AufsatKos stellt sich sein 
lema in folgender Weise: ^Während . . . die bisherigen Ar^ 
dien zeigten: wenn eine Function diese und jene Eigenschaften 
ity so ist sie durch die Fourier*sche Reibe darstellbar; müssen 
ir Yon der umgekehrten Frage ausgehen: Wenn eine Function 
irch eine trigonometrische Seihe darstellbar ist, was folgt da- 
•us über den Gang, über die Aenderung ihres Werthes bei ste- 
ter Aenderung des Arguments?" 

Zur Grundlage dienen ihm folgende drei Sätze: 

1) Falls die Reihe 

£i = A,+ A, + A, + ^.^, 
welcher 

An = a»siniia? + 6»coswa? 

deutet, zu einem Werthe f(x) convergirt, so convergirt der 
isdruck 

welchem 

deutet, zn demselben Werth, wie die Reihe, falls a und ß so 
tendlich klein werden, dass ihr Verhältniss endlich bleibt. 

. F(x+2a) + F(a?— 2«) — 2F(x') 

rd stets mit a unendlich klein. 

3) Bezeichnet man durch b und c zwei beliebige Constan* 
1, die grössere durch c, und durch l(x') eine Function, welche 
l^st ihrem ersten Differentialquotienten zwischen b und c immer 
iüg ist und an den Grenzen gleich Null wird, und yon welcher 
r zweite Differentialquotient nicht unendlich viele Maxima und 
inima hat, so wird das Integral 

fi*/ F (x) cos fjL(x — d)l(x)dx 

mtk ßi ins Unendliche wächst, zuletzt kleiner als jede gege- 
ne Grösse**. 

Aof Grundlage dieser Sätze werden die beiden Fälle unter- 
ebt, wenn die Coefficienten der Reihe i2 ftar alle Werthe von 
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X schliesslich unendlich klein werden, oder wenn dies bloss tt 
besondere Werthe von x geschieht. 

Offen bleibt die Frage für Functionen, welche unendlich vieb 
Maxima und Minima haben. Zum Schluss zeigt der Vertum, 
dass solche Functionen integrirbar sein können , ohne die M- 
Wicklung nach der Fourier'schen Reihe zu gestatten. 

Wy. 
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KoENiGSBERGER. Die Transformatioil, die Multiplication, 
und die Modulargleichungen der elliptischen Functdonen. 

Leipzig, Teubner. 

Das Buch ist bestimmt, diese in den meisten Lehrbuches 
nicht mit der erforderlichen Ausführlichkeit behandelten Theonei 
in ihrem Zusammenhai\ge und nach bequemen Methoden zu geben. 
Den grössten Th'eil des Werkes nimmt die Lehre von der Tranfl- 
formation ein, und wird zunächst das allgemeine algebnüsde 
Transformationsproblem beliebiger elliptischer Integrale auf die 
rationale Transformation elliptischer Integrale erster Ordnung le- 
ducirt. . Diese letztere Aufgabe wird dann auf die Transfonnatioi 
der 1^- Functionen zurückgeführt, welche als die Aufgabe deftoirt 
wird, das Product einer in v quadratischen ExponentialgrOsse in 
die t^-Function mit dem Argumente t?' und dem Modul r (d.k 
das transformirte &) als ganze und homogene Function des ur- 
sprünglichen & mit Argument t? und Modul r auszudrücken. Es 
folgt dann die lineare Transformation der &, und die Beduction 
derselben auf 6 Normalfälle. 

In die rationale Transformation n^*" Grades eingehend, stellt 
der Verfasser zunächst die Klassen der zugehörigen Transfor- 
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tionen, d. h. derjenigen, die nicht durch eine lineare Transfor- 
ition in eine andere übergehen, fest, nnd zeigt dass jedem n 
ae endliche Anzahl von Klassen entspreche, fbr deren jede ein 
ipTäsentant gefunden wird. Um die Transformationsformeln 
"" Grades der t?*- Functionen selbst zu gewinnen, bedient sich 
3r Verfasser der bekannten Hermite'schen Reihen mit unbe- 
immten Coefficienten: 

m' 7minx 

n(x) = 2a„, q^ e~^ 

^0 a«4.n = am zu nehmen ist. Da sich vermöge der Fundamen- 
tleigenschaften dieser Reihe sowohl die- Potenzen der ursrüng- 
fjhen & bis zur n— T*" als auch das transformirte & ausdrücken 
^seu, wenn man die a angemessen bestimmt, so ist man auch 
brch Elimination unmittelbar im Stande, das letztere linear durch 
ie n— 1 ersten Potenzen des ursprünglichen & auszudrücken, und 
ommt es dann nur auf die Bestimmung der constanten Factoren 
ieser Potenzen aij, welche durch Betrachtung der Werthe, wo & 
3rschwindet, gelingt. Diesen Betrachtungen folgt eine voUstän- 
ge Entwicklung zunächst der Formeln für die quadratische und 
mn für die allgemeine Transformation in sehr ausflihrlicher 
eise, endlich werden für das allgemeine Transformationsproblem 
iliebiger elliptischer Integrale im Zurückschreiten des zu An- 
ng eingeschlagenen Weges die nöfhigen Formeln gewonnen. 

Der Verfasser geht dann zum Multiplicationsproblem über, 
A welchem er die Formeln nach den bekanntet! 2 Methoden, 
itwickelt, der AbeVschen, welche die Multiplication als eine 
iederholte Addition auffasst, daher des Additionstheorems sich 
idient, und der Jakobi'schen, welche sie in unmittelbarem An- 
hlusse an die Transformationslehre als eine doppelte Trans- 
rmation betrachtet, welche zu dem ursprünglichen Integralmodul 
irückftahrt. Schliesslich wird noch der Fall erörtert, in welchem 
ne complexe Multiplication möglich ist, auf die Untersuchung 
»r zugehörigen Integralmoduln aber nicht weiter eingegangen. 

Den letzten Gegenstand der Untersuchungen, die Modular- 
eichungen, defiuirt der Verfasser, als solche, deren Lösungen 
e vierten Wurzeln der zu den sämmtlichen Repräsentanten der 
cht äquivalenten Klassen gehörigen Integralmoduln sind, und 
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deren Coefficienten ganze rationale Functionen der 4*«'' Wnnds 
aus dem vorgelegten Integralniodul darstellen. Es wird zanAdit 
nachgewiesen, dass eine solche Gleichung vom it-f-l'^'^ Onde 
immer existirt, wenn n eine Primzahl ist, und hieraus er^ 
sich dann der Beweis von der Existenz einer Modular^eichmU 
für jedes gerade n, welches keinen quadratischean Theiler enM 
Nach einigen vorausgeschickten Sätzen über die Eigenschaflai 
der Modulargleichungen folgt die Entwicklung für den angeg^ 
benen allgemeinen Fall, welcher sich der Beweis der Irreduct 
bilität dieser Gleichung nach einer von Eronecker angedeutetei 
Methode anschliesst. Die Entwicklung einer Differentialgleich 
3*®' Ordnung zwischen den transformirten Integralmoduln madit 
den Schluss des Werkes. Ni. 

Allegret. Note relative ä Tint^gration d'une 6quation 
differentielle remarquable. C. R. LXVL llM-1146. 

J. A. Serret. Remarques sur la Note de M. Allegret 
sur rintegration d'une öquation remarquable. CR 

LXVL 1174. 

LiouviLLE. Observations relatives ä la Note de Ä 

Allegret. C. R. LXVL 1174 u. 1175. 

A. PiCART. Note relative ä Fintegration d'une ^quation 
differentielle remarquable, en röponse ä la Note de 

M, Allegret. C. R. LXVL 1192-1194. 

Allegret giebt in seiner Note, nachdem er die Lagrange'- 
sche Methode der Integration der Euler'schen Diflferentialgleichung 

dx , dtf 
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yA+Bx+Cx'+Dx'+Ex*^ iA+By+Cy'+Dy'-i'Ey'' 
recapitulirt hat, die algebraische Lösung der Differentialgleichung 

kA+Bx+Cx'+Dxy k^+By+Cy'+Dyy 
und glaubt dadurch gewisse neue Transcendenten entdeckt zu 
haben, die eine grosse Analogie mit den elliptischen Transcendenten 
der ersten Gattung besitzen. Die letzte Differentialgleichung lässt 
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ich aber, wie Serret und Liouville bemerken, sehr leicht durch 
ilgebraische Substitution auf die Euler'sche Differentialgleichung 
;urtlckAihren. Diese Transformation wird von Picart wirklich 
ixtsgeftlhrt. M. 

Hermite. Sur le d^veloppement en sörie des integra- 
les elliptiques de prämiere et de seconde espfece. 

Brioschi Ann. (2) 11. 97 u. 98. 

Der Verfasser setzt 

anstatt die Integrale nach steigenden Potenzen von x zu ent- 
Rekeln. 

Für a„ und /?» ergeben sich ganze rationale Polynome des 
Moduls, von denen einige Eigenschaften nachgewiesen werden. 

M. 

0. Jordan. Note sur les ^quations modulaires. C. R. 

LXVL 308-312. 

Galois hat zuerst bemerkt, und nach ihm haben es Hermite 
and Betti gefunden, dass der Grad der Modulargleichung für die 
Pransformation p*^*" Grades der elliptischen Functionen, (der all- 
a^mein — wenn p eine Primzahl ist — vom Grade p + 1 ist,) 
n den besonderen Fällen p = 5, 7 und 11 sich auf den p*«" 
Grrad erniedrigt. Herr Jordan beweist nun den ebenfalls von 
Gralois ohne Beweis gegebenen Satz, dass für p> 11 der Grad 
der Modulargleichung nicht erniedrigt werden kann. M. 

A.. WiNCKLER. üeber die vollständigen AbePschen In- 
tegrale. Wien. Ber. LVin. 976-1014. 

In der Abhandlung „De functionibus duarum variabilium qua- 
irapliciter periodicis (Grelle XIII. 55)" hat Jacobi auf 2 verschie- 
lehen Wegen die folgenden beiden Relationen zwischen den voll- 
Mndigen Abel-sehen Integralen hergeleitet: 
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Herr Winckler giebt für diese Relationen einen dritten ebenfalls 
rein analytischen Beweis. Er geht aus von der Gleichung 

und f(t) eine den (n— 1)'«" Grad nicht übersteigende ganze rationale 
Function von < bezeichnet, setzt hier a:« = a2n-iC08'9n+O2«8in9?, 
und vergleicht die beiden Darstellungen, welche das nach r und 

(fn 'Ptj " ' Vn zwischen und -^ genommene Integral des Bruches 

g zulässt, mit einander, woraus für X=x{a^ — ^)(a,—^)...(a«--a;) 
die erste der obigen Relationen entspringt. Durch die Substi- 
tution a^y = (a2n — «?n-2y-i)co8'<py + ^02»— -a2*-2v)sin*qPy in per- 
hält man aus ihr die zweite Relation. 

Entsprechende Beziehungen lassen sich leicht zwischen den 
Integralen herleiten, in denen X den Factor x nicht enthält 
Bei Betrachtung der speciellen Fälle n = 2, « = 3 wird ein 
Fehler in den Gleichungen nachgewiesen, die Rosenhain (Grelle 
XL 332 und M6m pr6s. de Paris XI. 1851. 440) gegeben. Hier- 
auf wird das Vorige erweitert für: 

.. , /(O 

Der vom Verfasser eingeschlagene, mehr elementare Weg findet 
auch Anwendung auf andere Transcendente, wie an einem Falle 
gezeigt wird, in dem für g die Gleichung 

zu Grunde gelegt wird. Die gewonnenen Resultate fbhren u. Ä. 
zu einer beträchtlichen Erweiterung der von W« Roberts (lioa- 
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dlle J. (1). XI) gegebenen Formel 



n 

r 



^'S^^^ äv=.iKlog'^K. 



nit deren Httlfe sich die vollständigen elliptischen Integrale erster 
3nd zweiter Gattung nach Potenzen von k' entwickeln lassen. 

M. 

Michael Roberts. Sur Tapplication du thöor^me d'Abel 
ä la comparaisoD des arcs des lignes de courbure d'un 

ellipsoide. Bnoschi Ann. (2). II. 19 n. 20. 

Der Verfasser hat schon frtther im Liouville'schen Journal 
die bekannte Analogie zwischen den Bogen einer ebenen Ellipse 
und den Erümmungslinien eines EUipsöids verfolgt und verschie- 
len«, auf die Ellipse bezügliche Sätze für die angeführten 
^ümmungslinien erweitert. Die hier gegebene Arbeit giebt da- 
v'on ein neues Beispiel. Es handelt sich in derselben nämlich 
am die geometrische Deutung, welche man bekanntlich dem 
A.dditionstheorem für die elliptischen Functionen zweiter Gattung 
in Bezug auf die Bogen der Ellipse geben kann. Eine entspre- 
chende geometrische Betrachtung ist hier an die Aberschen 
Functionen erster Klasse zweiter Gattung in Bezug auf die Krüm- 
mongsbogen des EUipsöids geknüpft. Ki. 

0. Neümann. Theorie der Besserschen P'unctionen. — 
Ein Analogon zur Theorie der Kugelfunctionen. 

Leipzig. 

LoMMEL. Studien über die BesseFschen Functionen. 

Leipzig. 

* « 

Die beiden uns vorliegenden Abhandlungen schliessen mit der 
folgenden Heines die Beihe der Untersuchungen ab, welche bisher 
über die Bessel'schen Functionen veröffentlicht sind, und bringen 
3ie Reichhaltigkeit ihrer Beziehungen unter sich und zu andern 
^nctionen auf eine solche Höhe, dass Lommel wohl nicht Unrecht 
liaben dürfte, wenn er in seinem Vorwort sagt : „Diese Transcen- 
lenten, theoretisch äusserst interessant, scheinen berufen, auch in 
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den Anwendungen des Calculs eine immer wichtigere Rolle za 
spielen; ja es dürfte kaum zu gewagt erscheinen, denselben in 
dieser Hinsicht gleich nach den goniometrischen Functionen ihren 
Platz anzuweisen." — In Absicht auf solche Anwendungen hat er 
denn auch die von Hansen berechneten Tafeln seiner Abhandlung 
angehängt. 

Zur Orientirung über die frühere Literatur geben wir das 
von Neumann aufgestellte Verzeichniss wieder: 

„Fourier: Theorie de la chaleur. S. 369. (1822). 

Poisson: Sur la distribution de la chaleur dans les corps solides. 

(J. de TEc. Polyt., Cah. 19. S.349. (1822).) 
Bessel: Untersuchung des Theils der planetariflchen StSrongen, 

welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. (Berl. Abb. 

(1824)). 
Jacobi: Formula transformationis integralium definitonun. (Grelle 

J. XV. S. 13. (1836).) 
Hansen: Ermittlung der absoluten Stöiningen in Ellipsen yob 

beliebiger Excentricität und Neigung. Erster Theil (Schrifiei 

der Sternwarte Seeburg. Gotha, 1834.) 
Angler: Untersuchungen über die Function Jj^^ mit Anwendnni 

auf das Kepler'sche Problem. (Danzig, 1855.) 
Schlömilch: Über die Bessersche Function. (Schlömilch t 

IL S. 137. (1857).) 
Lipschitz: Über die BesseVsche Transcendente J. (Borchaidt 

J. LVL S. 189. (1859).) 
C. Neumann: Über die Theorie der Wärme und Electridtät 

(Borchardt J. LXII. S.42. (1863).)" 
Was nun die in der Ueberschrift genannten Abhandlungeo 
von Neumann und von Lommnl betrifft, so ist in der Omndlage 
ihrer Untersuchungen kein wesentlicher Unterschied zu findeo, 
in so fem beide die Function J durch ein bestimmtes Integral 
definiren, welches bei Neumann 



1 Z*^ 
J«(5&) = — / cos(i5sin<o — na>)cfa) 



(J 



= 1.3.5.r(2«-l) 4/"^"^^^^"^'">^°"^**- 
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und bei Lommel 

lautet Das letztere geht offenbar für ein ganzes positives v in 
das erstere über, kennzeichnet aber von vorn berein die Absicht 
Lommels, fttr den Parameter v jeden reellen Werth zu gestatten, 
während Neumannn keine anderen, als ganze positive Parameter 
in Aussicht nimmt. 

Die Stellung beider Auetoren zum Gegenstande der Unter- 
suehung ist also zunächst diese, dass Neumann an dem von 
Bessel gegebenen Ausdrucke stricte festhält, während Lommel 
ein grösseres Terrain zu gewinnen sucht. 

Eine weitere Uebereinstimmung beider besteht ferner darin^ 
dass sie die BesseVsche Differentialgleichung 



F dF / y'\ 



dz dz \ z' 

1 welcher die obigen Integrale genügen, im Grunde nur gelegent- 
I lieh berücksichtigen, obschon sich ihre Bedeutung bei Lommel 
80 weit gesteigert hat, dass er mit dem Namen einer BesseVschen 
Function zweiter Art nicht die von Neumann gewählte Function 
0, sondern die Function Y belegen zu müssen glaubt, welche bei 
einem ganzen v als ein zweites partikuläres Integral jener Glei- 
chung auftritt. 

Die beiden partikulären Integrale derselben zur Definition 
ftr die beiden BesseFschen Functionen zu wählen, ist für Neumann 
augenscheinlich deshalb ein femliegender Gedanke, weil ihn als 
Hauptresultat seiner Arbeit vornehmlich der Satz interessirt, dass 
jede Function, welche in einem um » = gezogenen Kreise 
synektiscb ist, innerhalb desselben durch die Reihe 

m = T •'" (0 • ^y? w 0'» w dz 

dargestellt wird («,, = 1, «, = «^ = fj = — = 2), welche auch 
lUeh t differentiirt werden darf. In diesem Satze nämlich, wel- 
<^her darauf basirt, dass 

= JS «nJ*(a?)0*(y) für mod.y>mod.a; 



y— a? i.=ü 
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ist, springt die Analogie mit dem Heine'sQhen Satze ttber die 
Entwicklung nach Kugelfunctionen, durch welche ausgedrückt 

--^ = T(2«+l)P"(«)0".(y) 

y •*' «=0 

ist, zu sehr hervor, um es dem Entdecker verargen zu können, 1 
dass er bei der Wahl der Nomenclatur vielmehr diese Analogie, 
als die eigenthttmliche Natur der Function J im Auge hat Die 
von ihm aus diesem Beweggrunde als Bessersche Function zwei- 
ter Art bezeichnete Function ist eine rationale algebraische (n+l)'^ 

Grades von — und wird definirt durch die endliche Reihe 

ftar ein grades n, und dnrch 

0*(») = 
!L\i . «'-!• , (».*-l')(n'-3') . (n'-i')(n'-3'X«»'-50 . ^ 

»»L*"^ s' "•■ »* ■•' »• + J 

ffir ein ungrades n; sie genttgt der Differentialgleichang 

WO 

1 2fii+l 



: 



gim — — , ^2«+l = 



genommen werden muss, und hat demnach in mancher BeziehoB; 
einen bei graden und ungraden n verschiedenen Charakter. 

Im weiteren Verlauf der Abhandlung folgt ausser Relationen 
zwischen den Bessel'schen Functionen die vollständige Integration 
der BesseFschen Differentialgleichung und Untersuchungen ttber 
die Gleichung 

welche u. A. zu folgenden Resultaten fUhren: 
„Setzt man 

wo die X und die y reell sein sollen, so gentigen J^{R) und Y\R) 
der Differentialgleichung 
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,,Für eine beliebig gegebene Elementarfläche existirt immer 
ne Function U, welche sammt ihren ersten Ableitungen 

du du 
dx ' dy 

merhalb der Fläche stetig ist, welche ferner innerhalb der 
lache der Dififerentialgleicfaung 

-enüge leistet, und welche endlich am Rande der Fläche beliebig 
orgeschriebene Werthe besitzt". (§. 24.) — In einer Anmerkung 
drd hierzu bemerkt, dass ein analoger Satz bei dem entgegen- 
esetzten Vorzeichen von A* nicht zu existiren scheine. 

Wenden wir uns jetzt im Speziellen zur Abhandlung Lommels, 
tritt uns wegen des in ihr eingenommenen, oben von uns an- 
edeuteten Standpunktes die Frage entgegen, welcher Anlass die 
)efinition der Functionen J und Y direct durch die BesseVsche 
MflFerentialgleichung verhindert und dafür diejenige durch das 
lestimmte Integral gefordert haben mag, d. i. eine Definition, 
irelche manche Unbequemlichkeit und Weitschweifigkeit in den 
)eductionen zur Folge hat, einfache Erscheinungsformen der 
tesseVschen Differentialgleichung als überraschend^ Relationen 
iwischen den J und den Y mit verschiedenem Parameter auf- 
reten lässt, die Nichtbeachtung der complexen Parameter v ver- 
inlasst, endlich nur für die negativen v gilt, welche zwischen 
md —i liegen, so dass für die übrigen eine neue Definition 
irsonnen werden muss (§ 4), welche auf dem Postulat der Allge- 
neinheit der Relationen beruht, ähnlich wie die Definition der 
positiven und negativen oder der complexen Grössen in der 
Arithmetik. 

Die Antwort auf diese Frage scheint uns dadurch gegeben, 
lass die benutzte Form der Besserschen Differentialgleichung, in 
welcher der Parameter nur im Quadrat vorkommt, eine Unter- 
scheidung des positiven vom negativen v als paradox erscheinen 
ftssty und dasa eine andere Form, auf welche die von Lommel 
snr allgemeinen Definition der J als Fundamentalrelationen be- 
lutzten Gleichungen übrigens unmittelbar hinweisen, für diesen 
Zweck nicht gesucht wurde. 
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Substituirt man nämlich 

Ä = Ä* , F = «''FC") = z ? Ff") , 

so nimmt die Bessersche DiflFerentialgleichung folgende Gestalt 
an: 

rf'F^»') dF^") 

welche vor der andern nicht bloss den Vorzug grösserer Einfach- 
heit besitzt, sondern auch den, dass sich gleiche Werthe des 
allgemeinen oder der partikulären Integrale bei verschiedenen y 
nicht mehr vermuthen lassen. 

Vor allen Dingen aber ergeben sich die wichtigsten Rek- 
tionen zwischen den allgemeinen oder partikulären Integralai 
der Gleichung ohne Weiteres. Denn differentiirt mim von Neaemi 
so folgt: 

was die wichtige Gleichung 

-^^ = const.F(»'+»), 

dz^ 

oder wenn ^an dem Gebrauche gemäss die willkttrliche Con- 
stante = — ^ setzt, die Gleichung 

dz, . ^ » 

verificirt. Diese hat in Verbindung mit der ersteren sofort 

»,FC»'+2)~2(»'+l)F(»'+') + F{'') = 
zur Folge, d. i. die Gleichung, welche auf dem andern Wege 
durch mühsame Betrachtungen, theils als eine Merkwürdigkeit 
errungen, theils auch nur als Postulat den weiteren Ableitungen 
zu Grunde gelegt ist 

Nachdem hierdurch die Quelle der Bedeutung von F^ für 
die Theorie der BesseVschen Functionen ans Licht gezogen ist, 
welche in den Resultaten LommeFs überall hervortritt, sind wir 
durch die Zwecke unserer Besprechung verhindert, die Ein&eh- 
heit der aus der transformirten Gleichung flir F, zu ziehenden 
Consequenzen an dieser Stelle auszuwerthen. Wir können uns 
aber nicht versagen, darauf hinzuweisen, dass die BerOcksichti- 
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gung der coraplexen Werthe von v offenbar keine neuen Schwie- 
rigkeiten schafft, dass die Entwicklung der Reihen und der 
Kettenbrtiche durch die transformirte Differentialgleichung un- 
mittelbar gegeben igt, und dass aus der letzteren alle Singulari- 
täten von F sofort hervorspringen, auch wenn man die einschla- 
genden allgemeineren Sätze von Weierstrass und Pochhammer 
nicht berücksichtigen will. 

Was die von Lommel ausgeführten Relationen und Entwick- 
lungen selbst betrifft, so ist die Fülle derselben so gross, dass 
ihre Aufzählung mehr Raum wegnehmen würde, als uns zu Ge- 
"bote steht. Wir müssen dieserhalb vornehmlich auf das Werk 
selbst verweisen. — Da der Verfasser ausdrücklich auf die Auf- 
stellung einer vollständigen Theorie verzichtet, so kann es übrigens* 
nicht missdeutet werden, wenn wir die Beurtheilung des Restes 
der Reihen bei complexen Werthen der Veränderlichen als eine 
noch zu lösende Aufgabe bezeichnen und den Beweis, dass 
J(»') = nur reelle Wurzeln habe (§. 18.)» für der Vervollkomm- 
nung bedürftig halten. 

Wie Neumann die Entwicklung einer beliebigen Function 
nach den J gelehrt hat, so beweist Lommel den folgenden Satz, 
welchen er nach Fourier benennt, als von diesem für m = zu- 
erst aufgestellt: 

„Bezeichnet man die positiven Wurzelwerthe der Gleichung 
Ä"^ •/"•(») =0 ihrer Grösse nach geordnet mit ö^, ö,, ö„ ... dp, ..., 
so kann jede innerhalb der Grenzen bis 1 beliebig gegebene 
Function fQxi) in eine nach (ßpX)''"'J'^{6pX) fortschreitende Reihe 
entwickelt werden." 

und femer diie Erweiterung eines von Schlömilch (Schlömilch Z. 
n. S. 155.) aufgefundenen Satzes: 

„Die beliebige Function (p(x) kann unter der Bedingung 
n^x^O in die Reihe 

verwandelt werden, wenn nur die Coefficienteu B vermittelst der 
Formel 

Bn = (— i)"*.n**' — / uQo^nudu I : ^ 

VI * 

ForUcbr. d. Math. L \Q 
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und die Function f(ii) aus der Gleichung 

bestimmt werden". 

Es ist für die Gültigkeit dieser Sätze jedoch nicht zu übersetm, 
dass der Beweis für andere, als synektische Functionen in der That 
nicht geführt wird und dass die Convergenzbetrachtungen fehlcD. 

Schliesslich verwendet der Verfasser die Besserschen Functio- 
nen, um die Gleichungen 

2) die Bessersche Differentialgleichung, 

4) die Riccati'sche Gleichung 

5) die Gleichungen -r-r + ß'^y = 0, 

6) die Gleichung oTj-^+y = 
zu integriren. Wy. 

Heine. Die Fourier-Bessersche Function. BorchardtJ« 

LXIX. 128-142. 

Diese zusammengesetzte Benennung wählt der Verfasser, 
weil diejenige nach Bessel allein gegen jeden Vorgang sei, qb^ 
gebraucht ausserdem den Namen Gylinderfunetion wegen ihrer 
Beziehungen zum Potential eines Cylinders. In seiüen Entwick^ 
lungen setzt er zunächst ganze Functionsparameter TorauSi wobei 
er die Reihe 

ßöcosy ^ f^ (0) ^ 2/; (ö) cosy + 2/; (Ö)cofl2y + 
und den aus ihr folgenden Ausdruck 

fm(6) = — / «^^«»ycosmydy 

U 

ZU Grunde legt, der zu den BesseVschen Functionen die Beziehung 
hat. 



• •• 
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Gleichzeitig betrachtet er die Function 

^m(ß) = i/'V<'°»vP«(cos9))8in9)rf9) 



ü 



V^2f2m4-3V 2.4r2»i4-3Y2m4-5^ ^ /' 



3.5...(2m + l) V ' 2(2m+3) ' 2.4(2»i+3X2w+5) 
iren Analogie mit 

»Cö)= 2.4...(2to) \*+2(2m+2)"''2.4C2w+2)(2w+4) '^'^'J 
i die Augen fÄllt 

Seine erste Aufgabe sieht Heine in dem Nachweis, das«, 
rie Mehler in: „lieber die Vertheilung der Electricität u. s. w." 
Borchardt J. LXVin. S. 140.) die Relation 

J°((?) = lim.P«('cos — 

tbgeleitet hat, die Bessel'schen Functionen, nämlich bei seiner 
Bezeichnung die particulären Integrale der Differentialgleichung 

tU Grenzwerthe von Eogelfunctionen angesehn werden können : 

2" r^f_.je\ 



'■) 



2'» / iß 

F.OT = Um ' /^0:(. 



n /' 



Sehnliches gilt von der particulären Lösung tpm(ß) der Gleichung 

^ Beziehung auf die Lam^'schen Functionen. Auf die Mehrzahl 
er gegebenen Transformationen der Integralausdrücke, die Ver- 
andlung von Integralen Kirchhofi"s (üeber den inducirten Mag- 
itismus eines unbegrenzten Cylinders u. s. w. Grelle J. XLVIIL) 
irch Besser sehe Functionen in elliptische, die Zurttckführung 
r ßiccati*schen Gleichung auf die Bessersche, können wir hier 
3ht eingehn. 

Wir verzeichnen nur noch den Satz: 

„Das vollständige Integral der Gleichung 



148 ^^I- Abschnitt. 

ist 

d"". [et jt-^<^^f sin'« y dy + ßf e-^^<»*»« sitf "• t ti du\ , 

wenn in diesem unter d und m die positiven Wurzeln aus ö* 
und m' verstanden werden. Als obere Grenze oo des zweiten 

Integrals, kann man, wenn rein imaginär ist, g — 5-«, in allen 

andern Fällen g nehmen, wo g das reell Unendliche vorstellt 
Die particuläre Lösung, welche mit ß multiplicirt ist, kann man 
immer mit 

/ c-^«>»«" cos mitidti, 

die mit a multiplicirte, für rationale Werthe von m, mit 

/yn 


vertauschen, wenn ym eine ganze positive Zahl ist**. 

Hierbei 'wird eine complexe Grösse positiv genannt, wenn 
ihr reeller Theil positiv ist, während eine rein imaginäre Grösse 
positiv heisst, wenn sie positiv imaginär ist. Wy. 

E. Gr. Björling. Les premieres notions de la throne 
des fonctions elliptiques. Grün. Arch. XLVDI. 121-158. 
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>PE. Anfangsgründe der analytischen Geometrie 
der Lehre von den Kegelschnitten, für den Schul- 
S elbst - Unterricht bearbeitet. Essen. Bädeker. 

rviN. Principes de la g^omötrie analytique. Compte 
u par un Abonn^. Nouv. Ann. (2). VU. 427-429. 

Transon. Application de Talg^bre directive ä la 

Q^trie. Nouv. Ann. (2). VII. 145-157. 193-208. 241-264. 

stützt auf die Eigenschaften der Richtungszahlen (nombres 
, cf. p. 30 und 31) macht der Herr Verfasser in der ge- 
igen Arbeit einige Anwendungen dieser Zahlen auf Pro- 
ler Geometrie, und zwar zunächst auf die Transformation 
ven. Fasst man nämlich in F(ic, y) = x als Variable 
ils Function derselben auf, so wird einem jeden Wege 
[punktes von x eine gewisse Anzahl von Wegen des End- 
I von y entsprechen — es kommt auf die Gradanzahl des 
1 Exponenten von p an — und F{x,y) = ist somit geeignet, 
Ifache Transformation einer jeden beliebigen ebenen Figur 
)llen. Die Transformation ersten Grades enthält die Ge- 
3r Aehnlichkeit; dass die Aehnlichkeitsmittelpunkte dreier 
j in gerader Linie liegen, ergiebt sich auf diesem Wege 

'. d. Math. I. 2. 11 
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leicht. Es werden dann einige allgemeine Eigenschaften der 
Transformationen höherer Grade besprochen und speciell wird 
aus der Gleichung zweiten Grades ein Satz hergeleitet, der zeigt, 
in welchem Zusammenhang die logarithmische Spirale mit aber 
Curve steht, welche die Eigenschaft hat, eine Schaar Ellipsen von 
gemeinschaftlichen Brennpunkten unter constantem Winkel zo 
schneiden. Besondere Erwähnung finden die Fälle, in denen der 

constante Winkel = oder 90*^ ist Dabei stellt sich heraos, 

- • 

dass die Aufgabe, die Gleichung der Trajectprie fttr den Fall a 
finden, dass der constante Winkel beliebige Werthe hat, nur auf 
Ausführung von Eliminationen zurückkommt Ebenso bedarf aacli 
die Lösung der Aufgabe, die allgemeine Gleichung der Gurrra 
zu finden, deren Tangente diejenige Gerade unter constanten 
Winkel schneidet, welche den Winkel zwischen Radius vector 
und einer festen Achse nach gegebenem Verhältniss theilt^ mit 
Hülfe der Richtungszahlen nur der Ausführung von Eliminationen, 
während sie sonst nur durch Integration einer Differentialgleichiiiig 
zweiter Ordnung zu lösen ist. Daran schliesst dann der Herr 
Verfasser eine Rechtfertigung der Rechnung mit Richtungszahlen 
und belegt seine Ansichten durch Beispiele. Endlich zeigt er, 
dass die Anwendung der Richtungszahlen zu denselben geoM* 
trischen Resultaten führt, wie die von Chasles gemachte Anwen- 
dung des Imaginären in der „G6om6trie sup6rieure**. T. 

W. Matzka. Beiträge zur Lehre von der universellen 
Summirung von Strecken, d. i. ihrer Aneinanderfugung 
mittelst Parallelverschiebung. Prag. Abh. (6). n. 

Nach ungemein ausführlicher Erörterung der Summirung reo 
Strecken in Rücksicht auf Länge und Richtung werden die B^ 
lationen, welche die analytische Geometrie zwischen den Ter- 
schiedenen, die Lage von Punkten des Raumes bestimmendes 
Grössen giebt, in dem Verfasser eigenthümlichen Zeichen axaet- 
drückt, die einfachsten Curven und Flächen in diesen SymbokP 
dargestellt, die Elemente der analytischen Mechanik in diese eil- 
gekleidet, ohne dass aus der unifangreichen Arbeit ersiclitiücb ii^ 
welche Yortheile diese ungewöhnlichen Darstellmigsformen ge- 
währen. Scb. 
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. Lieblein. Zur Anwendung der Kettenbrüche (auf 
Determinanten und Geometrie.) Schiömiich z. Xlii. 63. 

Siehe Abschn. IV. Cap. 3 p. 61. 
l. Dronke. Ueber die Vertauschung der Coordinaten. 

Pr. Prov. Gew. Coblenz. 

). Chelini. Teoria delle coordinate curvilinee nelle 

spazie e nelle SUperficie. Mem. di Bologna (2\ VIII. 483-537. 

Eine zusammenhängende und ausführliche Entwicklung der 
nerkwttrdigen Lehrsätze und Formeln, welche bis jetzt von den 
verschiedenen Bearbeitern dieses Zweiges der analytischen Geo- 
metrie entdeckt worden sind. B. 

W. Walton. Note on trigonic coordinates. Quart. J. ix. 

340-343. 

Der Verfasser erinnert zuerst an das sogenannte Dreiecks - 
Doordinatensystem, wonach jeder Punkt in der Ebene durch 
leine drei Entfernungen (die aber in einer gewissen leicht zu 
ermittelnden Belation stehen) von den Dreiecksseiten bestimmt 
wird ; — und wonach eine beliebige Curve durch eine Gleichung 
zwischen diesen Entfernungen gegeben ist. 

Hierauf zeigt der Verfasser, wie man ebenso einen Punkt 
durch die drei Winkel, welche seine Entfernungen von den Ecken 
der Reihe nach mit einander bilden, definiren kann. Ist nämlich 
P dieser Punkt, sind ferner A, B, C die Ecken und bezeichnen 
sie gleichzeitig die Winkel des Dreiecks; sind a, /9, y die Drei- 
t(^scoordinaten von P, und ist endlich: 

JLAPB = v, Z^BPC=K /LCPA = (i, 
10 ist: 

RÄnX 



a = 



/?=-^ 



8in(il-A) ' 
ßsin/it 



8in(l?-|!0' 
_ Rfäxkv 

11* 
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WO E doi'ch folgende Gleichung gegeben ist: 

2J __ asinA bBiufi , esiDy 



Ä sin(^-A) ' sin(ß— ^) ' sin(C— v) ' 

in welcher a, b, c, J die Seiten und den Inhalt des Coordinaten- 
dreiecks bezeichnen. Dann giebt der Verfasser die Gleichung 
der geraden Linie, in der cotA^ cotjii^ cotv als Variable auftreten. 
Er bemerkt ferner, dass diese Art von Coordinaten wohl nur selten 
Anwendung finden kann, jedoch gelegentlich Ton Nutzen ist, wie 
z. B. bei folgendem Lehrsatz: Liegen die Ecken eines Dreiecks 
ABC in einem gegebenen Kegelschnitt und ist P ein beliebiger 
Punkt dieses Kegelschnitts, so ist die Grösse 

HcotBPC+ KcotCPA + L cot APC 
wo H, K, L gewisse Constanten sind, — von unveränderlicheoi 
Werthe. 

Zum Schluss giebt der Verfasser noch einige Uebungsl)ei- 
spiele in diesem Goordinatensystem. Mz. 

A. Steen. Om trilineaere Koordinater. (Fortsaettelse, 

se forr. Aarg. S- 129.) Tychsen Tidsskr. (2). IV. 6-14. 

Trilineare Coordinaten eines Punkts sind dessen Abstände 
von den Seiten eines festen Dreiecks. Im gegenwärtigen Abschnitt 
der durch mehrere Jahrgänge fortlaufenden Abhandlung werden 
mittelst derselben bestimmt der Abstand zweier Punkte, der Winkel 
zwischen 2 Geraden und der Abstand eines Punktes von einer 
Geraden. Sie schliesst sich an die Darstellungsfbrm ron Ferren: 
„An elementary treatise on trilinear coordinates, Cambridge and 
London 1861", an. H. 

F. Cassani. Coordinate sferiche omogenee. BattagliniG. 

VI. 81-96. 

Der Verfasser erwähnt im Eingange das „Prineip der Kugel'^, 
wonach von jeder Figur auf einer Kugel zur sogenannten Polar- 
figur übergegangen werden kann, und wonach Eigensebaften der 
ersten Figur entsprechende Eigenschaften der zweiten bedingen. 
Er nimmt hierauf im Centrum einer Kugel drei schiefwinklige Co- 
ordinatenaxen an und giebt die Grundgleichung, welche zvnschen 
den Axenwinkeln, den Winkeln jeder Axe gegen die Ebene der 
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beiden andern und endlich den Winkelb einer beliebigen durch 
das Centrum gehenden Geraden gegen die Coordinatenebenen 
besteht. Hieran reibt er durch polare Uebertragung die ent- 
Bprecheode Relation, wobei alsdann an Stelle der beliebigen 
Geraden die zugehörige Polarebene tritt. Die Beziehung dieser 
Ebene auf das erste Coordinatensystem und die Beziehung der 
Geraden auf das zweite (polare) liefert dann zwei neue Relationen. 

Eine Anwendung findet dies dann in der Aufsuchung des 
Winkels zweier Geraden, deren Neigungen gegen die drei Coor- 
dinatenebenen gegeben sind. 

Hierauf geht der Verfasser zur eigentlichen Geometrie auf 
der Engel über; zuerst mit Anwendung von Punkt-, dann von 
Liniencoordinaten, und leitet in der Kürze die bekanntesten Sätze 
Aber sphärische Dreiecke und überhaupt Systeme grösster Kreise 
ab (wie sie zum Theil in Hesse's „Analytischer Geometrie des 
Baumes'^ vorkommen). Zum Schluss betrachtet der Verfasser die 
Schnitte eines Kegels zweiter Ordnung, dessen Spitze im Mittel- 
punkte der Kugel liegt, mit dieser Kugel. Mz. 

W. Walton. On Biangular-Coordinates. Quart. J. ix. 

47-57. 

Der Verfasser nimmt in der Ebene 2 feste Punkte A und B 
aUi und bestimmt die Lage eines beliebigen Punktes P folgender- 
massen: P, A, B werden zu einem Dreieck verbunden und die 
Winkel PAB{=6), und PBA{=q>) gemessen. Auf diese Weise 
stellt die Gleichung F{d, 9) = irgend eine ebene Curve dar. 
Die Gleichung einer Geraden wird nach diesem System: aa+6/9=l, 
wo a, b Constanten; a = cotö, und /9= cot cf. Es werden nun 
besondere Fälle betrachtet, also z. B. wenn die Gerade der AB 
parallel sein, wenn sie durch die Mitte von AB gehen soll, wenn 
sie unendlich entfernt ist, u. a. m. 

Femer werden die Bedingungsgleichungen aufgefunden, dass 
zwei Gerade einander parallel, dass sie zu einander senkrecht, 
n. s. w. Dann geht der Verfasser zu Curven über und entwickelt 
die Oldehungen der Tangente, Normale, ferner diejenigen fttr die 
Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes in einem Punkte der 
Corve. Auch werden die Asymptoten einer Curve nach dieser 
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Methode aufgefonden. Als Beispiele findet man: aft=zl (Kreis), 
a'4-/J* = «' (Hyperbel), ferner die Cnrven ö'+y' = 1. Am 
Schluss giebt der Verfasser noch eine Notiz ttber unbestimmte 
Bertthrung an singulären Punkten einer Cunre. Mz. 

H. M. Jeffery. On Conicoids referred to Boothian 
Tangential Coordinates. Quart. J. IX. 309-932. 

Der Verfasser nimmt ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in der Ebene an und bezeichnet eine gerade Linie durch die 
reciproken Abschnitte |, i?, welche sie auf den Axen (vo^i An- 
fangspunkte gezählt) bildet, und nennt diese die Goordinaten der 
Linie. Dem Punkte gehört dann eine Gleichung zu; die nämlich, 
welche zwischen den Goordinaten |, i? aller durch diesen Punkt 
gehenden Geraden besteht. Hierauf wird gezeigt, wie man von 
der Gleichung einer Gurve in Gartesischen Goordinaten zur ent- 
sprechenden in Tangential -Goordinaten (wo sie als Einhüllende 
ihrer Tangenten erscheint) übergehen kann. Auf diese Weise 
lässt sich jede Gleichung in (^, tj) doppelt interpretiren, je nach- 
dem man ^, tj als solche Tangentialcoordinaten, oder als gewöhn- 
liche Gartesische Goordinaten ansieht. Hiervon werden zahlreiche 
Beispiele gegeben, nachdem die Brennpunkte, Asymptoten, Axen 
u. s. w. mittels dieses Booth'schen Goordinatensystems eingeflihrt 
sind. Die Kesultate sind meist bekannt. Weiterhin geht der 
Verfasser auch zu sphärischen Kegelschnitten über. Als Coordi- 
natendreieck wird die Begrenzung eines Eugeloctanten genommen. 
Sind nämlich a, ß, y die Sinus der Lothe, die von einem Punkte 
der Kugel auf die Goordinatenbogen gefällt sind, x, y die Tan- 
genten der entsprechenden Coordinatenabschnitte, so ist: — :=^x, 

^z=y. Die Gleichung einer Linie Za-|-m/?4-»y = wird dann: 
Ix+my-^-n^O; die Goordinaten ihres Quadrantenpoles werden: 

l m n 
Zu Booth'schen Goordinaten geht nun der Verfasser folgender- 
massen über: Die Linie PQ schneide die Goordinatenbogen in F 
und Q; sind {i,fi) die Gotangenten ihrer Goordinatenabschnitte, 
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« 

o ißt : -^ = -i- = — r, wo p, 5^, r von ähnlicher Bedeutung, wie 

>ben a, ß, y (wahrscheinlich die Sinus der Lothe von den Ecken 
les Goordinatendreiecks auf VQ, der Verfasser giebt dies nicht 
in). Es sind dann |^ 17 die Booth'schen Goordinaten einer Linie; 
1er sphärische Kegelschnitt wird als Einhüllende aller seiner 
Tangentenbogen dargestellt. Die Behandlung dieser Kegelschnitte 
st der der vorigen analog* Mz. 

Habich. Sur un Systeme particulier de coordonn^es. 
Application aux caustiques planes. Brioschi Ann. (2). IL 

134-150. 

Bedeutet % die Länge eines Gurvenbogens , von einem be- 
9timmten Punkt an gerechnet, d den Winkel, welchen eine Tan- 
gente in seinem Endpunkt mit einer festen Axe macht, und r 
eine Länge, welche auf der Tangente in einem bestimmten Sinne 
irom Berührungspunkt aus abgetragen ist, so lassen sich % und r 
als Goordinaten einer neuen Curve ansehen, welche repräsentirt 
Pferden kann durch « = ^(0), r = i/;(ö). Die erste Gleichung 
stellt den Gurvenbogen dar, eine Darstellungsform für Gurven, 
Virelche zuerst von Euler angewendet ist; ihr gemäss stellt « = aö 
Jen Kreis, z = asin nQ die Epicycloide dar etc. Nachdem die 
Curvenelemente als Functionen jener Goordinaten und deren De- 
rivirten nach dem Parameter d entwickelt sind, wendet sich der 
Verfasser zu einer Beziehung zweier Gurven, die seiner Betrach- 
tung der Brennlinien zu Grunde liegen. Wenn die Tangente 
einer Gurve JS zwei Gurven A und A! so triflft, dass die Tangen- 
ten in den Schnittpunkten mit jener bezüglich die Winkel /u und 
\f! bilden, so nennt er die Gurve A! eine Transformation von A^ 
wenn F(jii,jii') = ist. Im Besondem behandelt er diejenige 
Transformirte, fllr welche /ti+iw' = ;i; diese heisst Keciproke in 
Beziehung auf Gurve £. Es ist dies eine Verallgemeinerung der 
Linien, welche unter supplementären Winkeln die Leitstrahlen, 
welche von einem Punkt auslaufen, schneiden, und welche man 
reciprok genannt hat Mit diesen in Zusammenhang stehen die 
Brennlinien, welche durch Beflexion entstehen. Ist A diejenige 
Gurve, welche die einfallenden Strahlen normal schneidet, («nti- 
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caustique), D die reflektirende Curve (dirimante), so ißt die an- 
ticaustique von reflektirten Strahlen A* eine Reeiproke ^n Bezug 
auf eine Curve E, welche mit den Curven A und D in ein- 
facher Relation steht. Nachdem der Verfasser wesentlich den 
Zusammenhang dieser Curven und einer allgemeineren Form von 
Fusspunktcurven , welche sich seinen Betrachtungen aufdrängt 
verfolgt hat, entwickelt er einige Beziehungen zwischen der Brenn- 
linie der einfallenden und derjenigen der reflektirten Strahlen. 
Schliesslich wendet er sich zu besonderen Fällen, auf welche er 
seine Entwicklungen anwendet. Seh. 

J, J. Walker. Solution of the question 1971. Bdnc. 

Times. X. 68-70 

In ein Tetraeder soll ein System rechtwinkliger Axen m 
eingeschrieben werden, dass jede derselben durch zwei gegen- 
überliegende Kanten des Tetraeders geht. Der Anfangspunkt 
gehört drei Flächen ersten Grades an. 

F. V, A. LE Besque. Formule donnant le volume du 
t^tra^dre maximum, compris sous des faces de grandeurs 
donn^es. C. R. LXVI. 248-251. 

Es mögen a, b, c, d die vier Seitenflächen des Tetraeden 
bezeichnen und es sei a>b> c> d, während a<,b + c+d. 
Ordnet man die Summen und Diflerenzen a+d, 6 + c, nach ihrer 
Grösse, so ist die Anordnung in zweierlei Weise möglich: 

1) 6--c = c, a — d = f, a-fd = gr, 6-|-c=A; 

2) 6 — c=:e, a — d = f, b + c = g^ a-\-d = h. 
Bildet man nach diesen Annahmen 

und bestimmt t durch die Gleichung 

oder in anderer Form durch die Gleichung 

+ Kf-eo a-p») 0-Ä') + Kt^n a~^') (^-»o 
- (<-«•) o-n 0-9') c-Ä«) = 0, 
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) ist das Maximaltetraeder T bestimmt durch die Relation 

iB ist aus den Gleichungen leicht zu ersehen, dass von den 4 
Vurzeln für t nur die Wurzel, welche zwischen f^ und g^ ge- 
sgen ist, fElr die Aufgabe zulässig ist, da die Wurzeln zwischen 
— oc und 0, zwischen c' und /*', zwischen g^ und A' den Werth 
p(i) negativ machen würden. Jene Wurzel aber zwischen f* und 
F* gentigt, wie in der Arbeit weiter gezeigt wird, in der That 
ler Bedingung des Maximums. Aus diesem Werthe fttr t erhält 
nan nach den in der Arbeit gegebenen Formeln die Werthe 
ler Elemente, welche die Form des Tetraeders bestimmen. 

Nach einer Bemerkung über die Beziehung der obigen Glei- 
chungen zu den von Lagrange gegebenen Formeln, weist der 
Verfasser noch auf die Arbeiten von C. W. Borchardt (M6m. de 
l'Acad^mie de Berlin, 1865 et 1866) hin, in denen die Frage eine 
ülgemeinere Behandlung erfährt. Seh. 

C^ELL. Ueber einen Irrthum, der sich in mehreren Lehr- 
büchern der Trigonometrie findet. Gmnert Arch. XLix. 

104-110. 

Will man im rechtwinkligen sphärischen Dreieck die Kathete 
b aus dem gegenüberliegenden Winkel B und der Hypotenuse a 
finden, so wird die Formel 

sinfr = sinasin^ 
ungenau, wenn sin 6 nahe gleich 1. Einige Lehrbücher schreiben 
in diesem Falle 

tg<)p=rsinasinÄ, tg(-~~y) = ytg(-J~qp), 

Tormein, welche um nichts genauer sind. Herr Neil giebt statt 
dessen 

'^^~cosi(a+B)' ^"^VT^T/"" >/2cosV/ 
^^A analog für den entsprechenden Fall bei ebenen Dreiecken. 

B. 

-«osungen von analytisch geometrischen Aufgaben (Que- 
stions 834. 752. 769. 824. 836. 856. 849) durch PeUet, 

Painvin, Maf&otti, Laisant, Barbier, Giard, Paillotte finden sich Noav. 
Ann. (2). VII. 40. 46. 89. 91. 445. 519. 
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Capitel 2. 
Geometrie der Ebene, 

A. Allgemeines. 

F. Unferdinger. Die allgemeine Formel für die Summe 
der Winkel eines Polygons. Wien. Ber. Lvn. 627-632. 

Die 2n Winkel, welche die n Seiten eines ebenen, beliebig 
geformten gradlinigen Polygons bilden, lassen sich in zwei Gruppen 
von je n Winkeln theilen, welche man erhält, wenn man an der 
Figur herumgehend das eine Mal das eine, das andere Mal dis 
andere Ufer einer Polygonseite verfolgt^ Durch die Kreuzung»- 
punkte zweier nicht aufeinander folgenden Seiten wird die Fläche 
des Polygons in einzelne einfach begrenzte Flächenstücke zerlegt, 
d. h. solche, in denen es immer möglich ist , zwei Punkte durdi 
eine, die Grenzlinie nicht schneidende Curve zu verbinden, Durct 
läuft man nun den ganzen Umfang des Polygons in einer be- 
stimmten Bichtung, so wird die Begrenzung jedes einzehen 
Flächenstückes entweder im (positiven) Sinne eines Uhrzeigen 
durchlaufen, oder im entgegengesetzten (negativen). Bezeidutfi^ 
man den Ueberschuss der in positivem Sinne Umlauf enen Flächeit' 
stücke über die in negativem Sinne umlaufenen mit v, so ist die 
Summe der Polygonwinkel in beiden Gruppen 

resp. (n - 2ü) 1 80° und (n + 2f?) 1 80^ 
Daraus ergiebt sich eine neue Eintheilung der Polygone nach der 
Anzahl der einfach begrenzten Flächenstücke. M. 

Watson. Solution of the question 2407. Bduc. Timei. 

X. 76. 

Die mittlere Entfernung zweier Punkte, die in einem Kreise 

128 ^ß 

angenommen werden, ist -73— r, in einer Kugel -7;=-r. 

Jenkins. Solution of the question 2624. Educ. Times 

X. 79. 

Eine Aufgabe über einen geometrischen Ort. 
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/oLSTENHOLME. SolutioD of the questioD 2523. Ednc. 

Times. X. 46. 

Sind 3 geschlossene Flächen in der Ebene so gegeben, dass 
eine Gerade alle 3 zugleich schneidet, dann ist der mittlere 
nhalt aller Dreiecke, welche zwischen je einem Punkte der 3 
lachen gebildet werden können, gleich dem Dreieck zwischen 
en Schwerpunkten. Aehnliches findet für 4 Volumina statt. 

Ierrifield. Solution of the question 2519. Educ. Times. 

X. 19. 

Die 6 Entfernungen zwischen .4 Punkten sind gegeben. Es 
nrd die Bedingung daftir aufgestellt, dass einer von ihnen in 
em aus den anderen gebildeten Dreiecke liegt. 

JiiARKE. Solution of the question 2537. Educ. Times. IX. 49. 

Durch den Punkt des Dreiecks A, B, C sind die Linien 
[OD, BOE, COF gezogen. Der mittlere Inhalt des Dreiecks DEF 
it 10—^' in Theilen des Dreiecks. 

VoLSTENHOLME. Solution of the question 2576. Educ. 

Times. IX. 52. 

Wenn in der vorigen Aufgabe nicht 0, sondern D und E 
rillkürlich genommen werden, so ist der mittlere Inhalt von DEF, 
V(«'— 8) des Dreicks. 

Ä^ATSON. Solution of the question 2318. Educ. Times. 

IX. 41. 

Zieht man durch einen Punkt des Dreiecks die Linien parallel 
len Seiten, so ist der mittlere Inhalt des durch die Endpunkte 
Selildeten Sechsecks 1 des Inhalts des Dreiecks. * 

f'AisANT. Solution de la question 803. Nouv. Ann. (2). 

Vn. 318-330. 

Abtheilung einiger allgemeiner Sätze über Subnormalen und 
^^btangenten. 

^ B. Maffiotti. Solution de la question 745. Nouv. 

Ann. (2). VII. 181 - 183. 

Zieht man von einem Punkte in der Ebene einer Curve alle 
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Tangenten nnd theilt den Krümmungsradius der Bertthrungspunkti 
durch den Kubus der Entfernung dieses Punktes vom festen Aus 
gangspunkt der Tangenten, so ist die Summe der Quotienten Null. 

K. ExNER. Ueber die Maxima und Minima der Winkel, 
unter welchen Curven von Radien durchschnitten 

werden. Wien. Ber. LVII. 75-85. 

Der Verfasser nimmt in der Ebene irgend eine Curve und 
einen beliebigen Punkt p an und weist auf drei Arten nach, 
dass eine von p ausgehende Gerade die Curve unter einem grössten 
oder kleinsten Winkel dann schneidet, wenn 1) die Curve nacl 
jener Seite gekrümmt ist, auf welcher der Punkt p liegt und 
2) das Dreieck, dessen eine Ecke p, dessen zweite der Curvenpunkt* 
c und dessen dritte der zu c gehörige Krümmungsmittelpunkt ist, 
bei p einen rechten Winkel hat. 

Für Raum curven ist sein Resultat folgendes: Versteht man 
unter rectificirender Ebene diejenige Tangentialebene eines Curven- 
Punktes, die zur entsprechenden Schmiegungsebene senkrecht ist,— 
so trifft eine Gerade, die von einem Punkte p des Raumes ausgeht; 
die Curve unter einem grössten oder kleinsten Winkel, wenn 

1) p mit der Curve auf derselben Seite der rectificirenden 
Ebene liegt und 

2) die dritte Proportionale zur Linie pc und co (wo c wieder 

der Curvenpunkt und o der zugehörige Krümmungsmittelpunkt 

ist) zugleich die dritte Proportionale zu den Abständen des Punktes 

p von der rectificirenden Ebene und Tangente in c ist. 

Mz. 

F. Lucas. Formules de g^om^trie analytique. Monde» 

(2). xvni. 611. 

4 1.1 -x j T^ 1x^1 N rf.fl"+*sin(ii+l> . 

Ableitung der Formel: tg(tt+wa) = -j-^Xi > ' 'C , wo 

^ ov I y (if.p*+*cos(«-t-l)a 

a und Q Polarcoordinaten, u der Winkel zwischen Tangente und 
Polare des Punktes M sind. 0. 



A. Chemin. Relations entre les rayons de courbure 
quelques systömes de courbes, Nouv. Ann. (2). vii. 120-127' 

Werden zwei in derselben Ebene gelegene Gmppeioi vooj^ 
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Curven durch eine und dieselbe Transversale geschnitten, und 
eine (X) der Curven der zweiten Gruppe so gelegen, dass 
6,c... = x,a*,V ,., ist (wenn a, b, c , . . x, a\ b\ ... die von 
uem festen Punkte der Transversale gerechneten Abstände der 
Durven^Durchscfanittspunkte bezeichnen), dann sind, wie gezeigt 
ird, die Krümmungsradien in den Schnittpunkten aller Curven 
iit der Transversale durch die Relation: 

^^rbunden, wenn unter A die Länge der Polarnormale der ersten 
3mve der ersten Gruppe und unter q der Krümmungsradius der- 
Nelben verstanden wird; X und q^ haben die analoge Bedeutung 

fc die erste Curve der zweiten Gruppe. Als besonderer Fall, 

X A' 

üT j» = 2, ergiebt sich hieraus: 1 — r=2, die von Nicolaidös 

gegebene Formel für zwei Curven, von denen die eine aus 
er andern durch Transformation mit Hülfe von reciproken Leit- 
Irahlen hervorgegangen ist. 

Es folgen noch andere Relationen aus der allgemeinen Formel; 
^enn a.ft.c--- = 0'"», oder wenn 2a"' = 2V"* gesetzt wird; durch 
^nahme bestimmter Werthe für m, +1 ^^^^ ~"1 gewinnt man 
*un noch speciellere Formeln. T. 

I. Laurent. Theorie des asymptotes. Nouv. Ann. (2). vu. 

413-416. 

Ausgehend von allgemeinen Betrachtungen über die Bedin- 
ttngen, welche die Gleichungen algebraischer Curven erfüllen 
lassen, wenn Asymptoten vorhanden sein sollen, entwickelt der 
err Verfasser durch passende Transformationen der Coordinaten 
e Bedingungsgleichungen für die Asymtoten algebraischer 
Urven und wendet die gefundenen Resultate auf die Hyperbel: 
'— y'= I an.* T. 

Gbiffiths. Investigation of the Equations of the Four 
Pairs of Circles which pass through the Six Points 
common to Three Given Circles. Quart. J. ix. 358-3(Si. 

Die Gleichungen der drei Kreise in Cartesischen Coordinaten 
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seien: 

S, =a:'+y'-2«,rc-2Äy + ?' = 0. 
St=^'+y'-2a.a;-2Äy + e' = 0, 
S, = a:'+y«~2«,aJ-2Äy + p' = 0. 
Der Anfangspunkt der Goördinaten soll das Centram der Jacob!'- 
sehen Curve sein, so ist die Gleiehung letzterer: 

[Die Jacobische Curve ist der geometrische Ort aller Punkte f, 
deren Polaren in Bezug auf 3 Kegelschnitte (hier 3 Kreise] »d 
in einem Punkte treffen]. Die Gleichung eines Kreispaares, du t}^ 
der Aufgabe genügt, wird dann: ^ 

(1.) AS,S, + BS,S, + CS,S^=^0 f' 

wenn die Constanten A, B, C oder vielmehr ihre VerhältniBSC » 
bestimmt werden, dass die durch vorstehende Gleichung atup* 
drückte Curve vierten Grades 2 Knotenpunkte hat. Diese mössi» 
aber auf der Jacobi'schen Curve liegen. Schreibt man nun 
in der Form: 

so sind A, B, C so zu bestimmen, dass der Kegelschnitt 

mit J eine doppelte Berührung hat. Sind nun Ci, c^, c, A 
Längen der gemeinschaftlichen Sehnen von resp.: S,, S,; S„S,| 
Sj, S,; — femer ^^^ 5,, J, die Entfernungen der Centra didff 
Kreise; — endlich ä^, ä^, k^ die Längen, welche J auf je einer 
der 3 Geraden abschneidet, die durch je einen der Mittelpunkt»! 
dieser Kreise parallel mit der Verbindungslinie der jedesrnsügcBl 
beiden andern Mittelpunkte geführt sind; — so sind die gesvA*^ 
ten Gleichungen: 

und zwei ähnliche Gleichungen. Hz. 

H. Herwig. Ueber Trajectorien zu den Tangenten ebener 

Curven. Diaa. Göttingen 186a 
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B. Algebraische Curven. 
Neumann. . Sul baricentro di curvatura delle curve 

algebraiche. Brioschi Ann. (2). I. 280-282. 

Krümmungsschwerpunkt einer ebenen Curve heisst der Schwer- 
inkt der als materiell gedachten Curve, wo die Dichtigkeit jedes 
ements seiner Krllmmiing proportional ist. Hier wird nun unter 
rjenigen Curve, deren Krümmungsschwerpunkt in Betracht 
mmt, das vollständige Liniensystem verstanden^ welches einer 
^ebraischen Gleichung zwischen 2 rechtwinkligen Coordiniaten 
Qtigt. Punkte sollen unter sich gleiche Dichtigkeit haben. Es 
Iten dann, soweit der Begriff anwendbar ist, folgende 4 Sätze: 

1) Der Krümmungssohwerpunkt einer Curve w = const. fällt 
sammen mit dem Schwerpunkt des Systems von Berührungs- 
nkten aller Tangenten von gleicher Richtung; daher 2) mit 
m Schwerpunkt der gemeinsamen Punkte der zwei Curven 

^«=0; -1^ = 0. 



dx ' dy 

3) Wenn für die const., oder 4) wenn für alle Terme der 
Dzen Function u mit Ausnahme der Terme von höchster und 
chst niederer Dimensionszahl beliebige andere gesetzt werden, 

bleibt der Krümmungsschwerpunkt ungeändert. 

Der Beweis des ersten Satzes beruht darauf, dass das System 
r Berührungspunkte bei jeder Richtung der Tangenten densel- 
1 Schwerpunkt behält, was nach einem Satze von Chasles statt- 
jet. Dreht man nun das Tangentensystem und multiplicirt 

das statische Moment darstellende Coordinatensumme der Be- 
irungspunkte mit der Variation des Richtungswinkels, so erhält 
n das statische Moment der gleichgerichteten Bogenelemente, 
1 nach Integration über die halbe Umdrehung das der ganzen 
•ve, welches im Verlauf der Drehung immer dem Drehungs- 
ik^l proportional bleibt. 

Aus dem ersten Satze folgen leicht 4ie übrigen nach Liou- 
ß J. VI. p. 364. H, 
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Cayley. A „Smiths Prize" paper, Question 7. Messen 

IV. 210. 211. 

Eine Curve w*^«" Ordnung hat höchstens i (w — 1) (w — 
Doppelpunkte. Die Coordinaten Xy y, z lassen sich zu rational 
und ganzen Functionen eines Parameters machen. H. 

A. Cayley. On the curves which satisfy given Oonditioi 

Trans, of London. CLVIII. 75-172. , 

Die Abhandlung sucht die Frage nach der Zahl der Curv 
zu lösen, welche gegebenen Bedingungen genügen» Als Von 
beiten auf diesem Gebiete und Anknüpfungspunkte werden ( 
Werke von Zeuthen, Ghasles und de Jonquiöres genannt I 
gegebenen Bedingungen können nach Vorgang von Salmon { 
Wissermassen geometrisch dargestellt werden. Enthielt die 61 
chung der geforderten Curven « Parameter, so wird jeder dersell 
als eine Coordinate in einem Baume von (o Dimepi^o^ep 9>v^ 
fasst. Eine jede Bedingung liefert einen Ort im Baume. Bi 
mehrere Bedingungen gegeben, so liefern diese Orte Durchschnil 
welche dann den Bedingungen genügen. Es muss dabei besondi 
untersucht werden, ob die verschiedenen Bedingungen von einam 
abhängig sind, ob Special-Lösungen eintreten, u. s. w. 

Es werden hierauf die Methoden und Resultate der Arbeil 
von Ghasles und Zeuthen ausführlich dargelegt. Dieselben beziel 
sich hauptsächlich auf die Bedingungen, denen Kegelschnitte i 
terworfen werden. Hierauf knüpft Cayley an die Abhandlu 
von Jonquiöres an, welche sich auf die Berührungen einer Gui 
y.ter Ordnung mit einer gegebtoen Gurve bezieht. Unter der V 
aussetzung „dass diese keine Spitzen haben^^, ist von Jonquiii: 
eine Formel flir die Anzahl der Gurven r*®' Ordnung von vorj 
schriebener Berührung gegeben ; Gayley dehnt die Besultate ai 
auf den Fall aus^ dass die Gurve Spitzen hat 

In dem zweiten Memoir geht Gayley von dem Princip ( 
Gorrespondenz aus. Es wurde von Ghasles zuerst für gers 
Linien, dann für Gurven aufgestellt, die durch keinen Poi 
mehrere Male hindurchgehen. 

Entsprechen einem Punkte eines Systems auf der Curve 
andere eines zweiten Systems, und einem Punkt des zweit 
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» 
Systems a' des ersten, d. h. haben 2 Punkte die Correspondenz 

(o, a'), 80 giebt es a + a' Punkte, die sich selbst entsprechen. 

Dieses Theorem wird auf Curven mit Spitzen und Doppelpunkten 

ausgedehnt und mit Hülfe desselben die Aufgabe der Kegelschnitte, 

welche mit einer gegebenen Curve ö Berührungsbedingungen haben, 

behandelt. No. 

Cayley. On Polyzomal Curves, otherwise the Curves 

^U+yV+"' = 0. Trans, of Edinb. XXV. MIO. Proc. of Edinb. 
VI. 74. 

Im ersten Theile wird die allgemeine Theorie der Curven 
?on der Form VU-{-^V'\ — = gegeben. Für die verschiedenen 
Combinationen der Vorzeichen + erhält man 2"'"* verschiedene 
Corvenzweige, von denen manche freilich unmöglich sind, wie 
^ü'\-yVs=^Oj sobald beide Wurzeln positiv genommen sind. Es 
werden die gemeinsamen Punkte der verschiedenen Zweige un- 
tersucht. Betrachtet man ^U = Oy VV-\ — = 0, so erhält man 
Zorne und Antizome; die Punkte, in denen beide. sich schneideui 
gehören der Polyzomalcurve an. In gleicher Art können andere 
Glieder |/ü^ + /F=0 u. s. w. von der ursprünglichen Gleichung 
abgesondert werden, und man erhält, wenn jede der beiden Theile 
mehrere Wurzelausdrücke umfasst, „complementäre Antizomen". 
Es werden femer die Bedingungen für die Zerlegung einer Te- 
trazomalcurve in zwei Trizomalcurven angegeben. Ist 

eine Trizomalcurve und — h-r-H — = 0, ferner 

a b c ' 

aV+bY-\'CW+dT=0, 

so ist die obige Trizomalcurve in der Form 

aimÜ^ b }flV+ y^^nT = 

darstellbar; T heisst dann die variable Zomalcurve der Trizomal- 
corve. 

Im zweiten Theile folgen Untersuchungen über die im Un- 
endlichen liegenden Circularpunkte, mit deren Hülfe die Begriflfe 
Von Winkel und Entfernung erweitert werden. Sind / und J 
diese Punkte und nennt man die Schneidepunkte von AI mit BJ 

Foruchr. d. Math. Li. 12 
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und AJ mit BI, wo A und B beliebig gegebene Punkte sind, A 
und 5,, so heissen diese „Antipunkte" von A und B> Geht voi 
2 Kreisen der eine durch A und B, der andere durch A^ und 5, 
so schneiden sich beide rechtwinklig. Liegen 4 Punkte -4, 5, C, 2 
auf einem Kreise und bildet man zu {A, B){C, D\ zu {Ay C){B, D) 
zu {A,D){B,C) jedesmal die 4 Antipunkte, so werden dieselben 
jedesmal wieder auf einem Kreise liegen. Cayley geht genauer 
auf die hierbei hervortretenden Verhältnisse ein. 

Bei der im dritten Theile gegebenen Theorie der Brennpunkte 
geht der Verfasser von der Plticker'schen Erklärung aus; von/ 
und J werden die Tangenten an die Curve n**' Klasse gezogen, 
dann sind die n' Durchschnitte derselben die Brennpunkte 
Curve. Sind / oder J Punkte der Curve, so werden die Ver- 
hältnisse etwas geändert, da dann die Zahl der von ihnen aUj 
gezogenen Tangenten eine geringere wird. Von der allgemeiiicij 
Theorie werden Anwendungen auf Kegelschnitte und Fonnci, 
dritten und vierten Grades gegeben. Der letzte Absdinitt h-j 
schäftigt sich mit Trizomal- und Tetrazomal-Curven, deren Zt-j 
malen Kreise sind. Die Tetrazomal- Curve 

yiA^+YmW+ynC^+fpW = 
(A^= 0, B^= 0, . . . sind die Gleichungen der Kreise mit den WÜi 
punkten A,B,..,), ist zerlegbar, wenn aA*-\'bB*'+c(?+dD*^n 

gesetzt werden kann, und 1--^-^ h-?- = ist Fenff 

a b c d 

kann eine Verminderung der Ordnung der Curve eintreten, weii| 
dieselbe die unendlich ferne Linie enthält. Die Fälle, in deüCi| 
dies statt findet, werden untersucht. No. 

S. Roberts. On the order of the conditions that fbi»| 
curves may have two points in common. Quart J.IX»! 

176-179. 

S. Roberts. On the Centres of Mean Distances of certai» 
Points of Intersection of Curves and Surfaces. Q^j 

J. IX. 63-71. 

Der Verfasser giebt zunächst eine Methode an, ifiifl^\ 
Gleichung: jw 
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(10 ^/».(■|-)+a^-'/»-i(-|-)+- = 0, 

welcher fp eine ganze Function p'*" Grades, nach — näberungs- 
se aufzulösen. Analog werden zwei solche Gleichungen , in 
en aber die f ganze Functionen von — und — ( bezeichnen, 

h ^- und — näherungsweise aufgelöst. Hierauf gestützt, ent- 

X X 

kelt der Verfasser die beiden höchsten Glieder derjenigen 
ichung in x, die durch Elimination von — aus (1.) und fol- 
ider Gleichung 

(2.) X- g>. (^) + x--' y„«i (^) + . . . = 

der (p von ähnlicher Bedeutung wie /*) hervorgeht. Dann 
jt das Entsprechende für 3 Gleichungen in o?, — , — Es wird 

X X 

1 bewiesen: Bedeutet (1) eine Curve m*®" Grades, (2) eine solche 
— 1)*^" Grades, die mit der ersten Polare eines unendlich ent- 
nten Punktes P in Bezug auf (1) die unendlich entfernten Punkte 
mein hat, so denke man sich zunächst den Punkt mittlerer 
tfernung für die Durchschnittspunkte dieser beiden Curven. 
üunt man nun alle möglichen Curven (m—iy^^ Grades, die der 
gegebenen Bedingung genügen, so liegen die zugehörigen Punkte 
ttlerer Entfernung auf einer Geraden, die durch einen festen 
nkt (Centrum) geht und nach dem unendlich entfernten Punkt 
gerichtet ist. Der Verfasser giebt dann noch ein entsprechendes 
eorem für den Baum. Mz. 

Barbier. R^ciproque d'une proposition sur las co- 
niques homoth^tiques qui ont le mßme centre. CR. 

LXVI. 907-910. — Nouv. Ann. (2). VII. 433-437. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Satz bewiesen, dass nur 
ei ähnlich liegende Kegelschnitte (coniques homoth^tiques) die 
:en8chaft haben, von einer jeden Sekante so geschnitten zu 
'den, dass die zwischen den Curven liegenden Segmente der 
ante gleich sind. Dem Beweise des Satzes wird ein Hilfssatz 
ausgeschickt, der aussagt, dass die Gurve, durch deren zwei 

12* 
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beliebige Punkte man einen Kegelschnitt legen kann, der mit der 
Curve in den beiden Punkten eine doppelte Osculation eingeht, 
ein Kegelschnitt sein muss^ der mit jedem ihn doppelt osculiren- 
den zusammenfällt. Benutzt werden dazu die Sätze, dass die 
Kegelschnitte die einzigen Curven sind, welche gerade Linien zu 
Durchmessern haben (ein Beweis dieses Satzes findet sich am 
Schluss angedeutet), und ferner dass keine Curve mit irgend einer 
Tangente eine Berührung eingehen kann, welche die erste Ord- 
nung überschreitet. T. 

Cayley. On the cubic curves inscribed in a given pen- 
cil of six lines. Quart. J. IX. 210-221. 

Es ist ein Büschel von 6 Linien und eine Curve dritten Gra- 
des gegeben, welche die Linie berührt. Es bleiben also noch 3 
willkürliche Parameter zurück. Wird bei homologer Transfor- 
mation der Mittelpunkt des Büschels als Pol^ eine der Linien 
als Axe benutzt, so bleibt das Büschel ungeändert; die neue Cnire 
berührt ebenfalls die 6 Strahlen, und da 3 willkürliche Constanten 
durch die Transformation eingefllhrt sind , erhält man die allge- 
meine Lösung durch Ausführung der homologen Transformation 
einer besondern Lösung. Die hierbei eintretenden algebraischen 
Verhältnisse werden in der Arbeit behandelt und die Formeb 
explicit gegeben. No. 



C. Kegelschnitte. 

Prestel. Die Kegelschnitte in elementarer Darstellung 
für die Schule. Pr. G. Emden. 

GiGON. Exercice sur l'emploi des coordonn^es polaires. 

Nouv. Ann. (2). VII. 421. 

Die Aufgabe ist folgende: 

Ein Winkel dreht sich um den Brennpunkt eines Kegel- 
schnitts. In den Schnittpunkten beider Schenkel mit dem letztem 
werden die Tangenten gezogen. Es soll der Ort des Schnitt- '? 
Punktes bestimmt werden. 

Indem der Radiusvector vom Brennpunkte ans und die 



I 
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Abscissenlinie in der grossen Axe genommen wird, fährt der 
Verfasser dieselbe durch. Es ergiebt sich der fragliche Ort als 
homofocaler Kegelschnitt. Ist die gegebene Curve eine Hyperbel 
oder Parabel, so ist derselbe immer eine Hyperbel, ist die erstere 
aber eine Ellipse, so kann nach der Grösse des gegebenen 
Winkels jeder Kegelschnitt entstehen. No. 

R. P. Note on Trilinear Coordinates. Meeeenger iv. 138. 

Es sei ABC das Coordinatendreieck, a, ß, y die Lothe eines 
Punktes Pauf die Seiten J?C, CA, AB und somit seine Coordinaten; 
so soll die Bedingung gefunden werden, dass 

!/«'+ e/?+ «?/•+ 2«'/?/ + 2v'ra + 2w' aß = 

einen Kreis ausdrückt. Der Verfasser bezieht die durch vor- 
stehende Gleichung ausgedrückte Curve auf gewöhnliche Parallel- 
coordinaten, deren Axen CA und CB sind. Er setzt also: 

. ^ /) . /^ 2J—aa — bß 

a = ajsin C, /? = y sm C, y = s-, 

c 

wo a, b, c, J die Seiten und der Inhalt des Dreiecks ABC sind. 

In der resultirenden Gleichung wird der Coefficient von a?* dem 

von y* gleich gesetzt und auf diese Weise eine Bedingungsglei- 

ebung zwischen den Constanten u^ v, to . , . erhalten ; die zweite 

ergiebt sich durch symmetrische Vertauschung derselben. Auf 

ähnliche Weise wird noch die Bedingung dafür entwickelt, dass 

die Curve Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. Mz. 

E. D. OviDio. Nuova esposizione della teoria generale 
delle curve di 2" ordine ' in coordinate trilineari. 

Battaglini G. VI. 46-66. 188-216. 259-283. 

Die Arbeit enthält die elementaren Eigenschaften der Linien 
zweiten Grades in trilinearen Coordinaten nach einheitlicher Me- 
thode entwickelt. Die Anwendung dieser Coordinaten ist, wie 
der Verfasser sagt, bisher vorzugsweise und reichlich auf gerade 
Linien, dagegen nur unter Beschränkungen und mit ungleichem 
Verfahren auf Kegelschnitte geschehen von Ferrers, Chelini, Whit- 
worth, abgesehen von einigen zerstreuten Artikeln in Quart. J., 
Messenger, Brioschi Ann, und Nouv. Ann. H. 
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H. M. Jeffery. On Conics, Plane and Spherical, referred 
to Three-Point Tangential Coordinates. Quart. J. ix. i-m 

Sind tty ß, y die Dreieckscoordinaten eines Punktes in der 
Ebene (d. i. die Längen seiner Lothe auf die Seiten des Coor- 
dinatendreiecks) , so ist la-^-mß-^-ny = die Gleichung einer 
Geraden; sind ferner p, q, r die Lothe von den Ecken des Coor- 
dinatendreiecks auf diese Gerade und a, b, c die Seiten des Co- 
ordinatendreiecks, so ist 

ap bq er 
l m n 

Also wird die Gleichung obiger Geraden: 

apa -\r bqß'\- cry = 0. 
Ist nun der Punkt a, ß, y fest, während p, q^ r variiren, so stellt 
diese letzte Gleichung einen Punkt dar; und p, q, r sind Linien- 
coordinaten. Ein Kegelschnitt wird dann durch eine Gleichung 
2*^" Grades in p, q, r ausgedrückt; es folgt dann eine kurze Be- 
handlung der Kegelschnitte in diesem Coordinatensystem. Ganz 
Analoges findet nachher fai* die sphärischen Kegelschnitte statt 
Ein sphärisches Dreieck ist Coordinatendreieck, und p, q, r be- 
zeichnen die Sinus der Lothe aus den Ecken dieses Drd^ecks anf 
einen grössten Kreisbogen, sie heissen dann seine Coordinaten; 
auch hier wird der Kegelschnitt durch eine Gleichung 2*®" Grade« 
in p, q, r ausgedrückt. Mz. 

W. H. Laverty. Solution of the question 2267. Educ. 

Times. X. 78. 

Ist J = h, b, f i und sind a'V&f'g'h^Aie Goefficienten von 

a> b, c, fy g^ h in der Entwicklung von Jj dann sind die Coor- 
dinaten X, y der Brennpunkte von {abcfg){xyVf=^0 gegeben durch 
2c'a;— 2^ = ^M(«-* + 2Ä0* + (a-6-2ÄÖ»}, 
2c'yi - 2rt = ^ |(a- 6 -f 2Ät)*— (a— 6 .--2Ä0* j, 
wenn % = >/-— 1 ist. 

Salmon. Solution of the question 2261. Eduo. Times. X 19. 
Sind fünf Kegelschnitte gegeben, so können die Gonstanten 
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%y b, c auf unendlich yiele Weisen so bestimmt werden, dass 
xU, -{-bU^'\'cU^-\-dU^'\:eU^ entweder =V oder =itf. -N. Im ersten 
Falle berühren alle L einen Kegelschnitt, im zweiten sind M und 
N in Bezug auf denselben conjugirt. 

Thomson. Solution of the question 2451. Educ. Times ix. 87. 

Sind A, B, C, D die Schneidepunkte eines Kegelschnitts und 
eines Kreises, so liegen die Antipunkte von A, B und die von 
Cy D auf einem confocalen Kegelschnitt. (Siehe Cayley, On Po- 
lyzomal Curves p. 165.) 

Mc. Cay, Merrifield, Taylor and Walker. Solution 

of the question 2554.. Educ. Times IX. 79. 

Von einem Punkte eines Kegelschnittes aus sind Strahlen 
in demselben gezogen. Die Abschnitte zwischen demselben und 
einer festen Tangente können als Segmente von gleicher Länge 
von einem Punkte des Kegelschnitts aus auf eine gegebene Linie 
projicirt werden. 

Neuberg. Solution de la question 548. Nouv. Ann. (2). 

Vn. 224-227. 

Ein durch die Punkte A^^ A^y A^ gehender Kegelschnitt be- 
rühre die Grade B. Bezeichnet man mit^^, <$,, S^ die Entfernungen 
der Punkte von B, mit p,, p, , ^3 die vom Brennpunkte F und 
mit a^y a^j a, ihre Entfernungen von einander, so ist 

^iKft-?,) -«:]*+^,[(9,-e.)'- «n*+5t[(?.-e.)'-«:]* =0. 

0. Hermes. Verallgemeinerung der Focaleigenschaften 
der Kegelschnitte. P. Cöin. R. G. Berlin. 

Elliptischen Abstand zweier Punkte nennt] der Verfasser deren 
Abstand, gemessen durch das Stück, welches eine um den einen 
Punkt als Centrum beschriebene Ellipse von bestimmter Grösse 
Und Riditung der Axen darauf abgrenzt. Hiernach ist die Summe 
ier elliptischen Abstände der nächsten Theilpunkte einer Geraden 
gleich dem ihrer Endpunkte. Die Quadratsumme zweier ellip- 
iscben Seiten eines Dreiecks von conjugirten Richtungen ist gleich 
lern Quadrat der elliptischen dritten Seite. Der Ort aller Funkte, 
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deren Verbindungslinien mit 2 festen Punkten p,, p, je 2 conju- 
girten Durchmessern parallel sind, ist eine Ellipse, der Funda- 
mentalellipse ähnlich und gleichliegend, und p^, p, ihr Durch- 
messer. 

Auf diese 3 Grundeigenschaften werden nun folgende fernere 
Sätze basirt: 

4) Concentrische Kegelschnitte von gleicher Axenrichtung 
und von constantem Yerhältniss der Differenz der Quadrate der 
Halbaxen besitzen die Eigenschaft, dass die von einem beliebigen 
Punkte an sie gelegten Tangentenpaare in Involution stehen. 

5) Legt man durch beliebige Punkte Tangentenpaare an 2 
concentrische Kegelschnitte von gleicher Axenrichtung, so sind 
die Doppellinien der durch diese Tangenten bestimmten Invo- 
lution selbst paarweise parallel conjugirten Strahlen emes be- 
stimmten Involutionssystems, nämlich conjugirten Durchmessen p 
desjenigen concentrischen Kegelschnitts von gleicher Axenrichton^ 
in welchem die Quadrate der Halbaxen sich verhalten, wie die 
Differenzen der Quadrate der Halbaxen der gegebenen Kegel- |ci 
schnitte. 

6) Wenn der Fundamentaikegelschnitt 

eine Ellipse ist, so gehen durch jeden Punkt eine Ellipse 
eine Hyperbel vom System 

9 9 

^^^ m' + ka' "^ n' + Xb' "^ ^' 

7) Ist er eine Hyperbel, so sind die Kegelschnitte 
Systems einem bestimmten Rhombus eingeschrieben in der Weise, 
dass durch jeden Punkt innerhalb des Rhombus 2 Ellipsen, dnreli 
jeden äusseren Punkt zwischen den sich kreuzenden verlängerten 
Seiten 2 Hyperbeln gehen, während die 4 Parallelräume ausser- 
halb frei bleiben. 

8) Die Tangenten in jedem gemeinsamen Punkte zwei^ 
Kegelschnitte des Systems (K) sind parallel zwei conjugirten 
Durchmessern von (F). 

9) Die Doppellinien der Involution der änfch die Tangen- 
tenpaare von einem beliebigen Punkte p an die Kegelschnitte 
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K) sind selbst die Tangenten an diejenigen 2 Kegelschnitte (K), 
'eiche durch p gehen. 

10) Je 2 conjugirte Punktepaare auf Kegelschnitten des 
ystems (üf ) haben wechselseitig gleiche elliptische Abstände mit 
ezug auf den Fundamentalkegelschnitt (F). 

11) Die Summe der elliptischen Abstände eines beliebigen 
unktes einer Ellipse (K) von den durch 

ßstimmten Grenzpunkten ist constant, nämlich gleich dem eliip- 
schen Abstände der Scheitel der grossen Axe. 

12) Das Analoge gilt von der Hyperbel. 

13) Je 2 in gleichem Abstände vom Mittelpunkte liegende 
unkte der grossen oder kleinen Axe einer Ellipse als Grenz- 
nnkte haben die Eigenschaft, dass die Summe der elliptischen 
bstände derselben von einem jeden Punkte der Ellipse, mit Be- 
Ig auf eine bestimmte, von der Lage der Grenzpunkte abhängige 
ondamentalellipse constant ist, nämlich gleich dem elliptischen 
bstande der zugehörigen Scheitel. 

14) Bei der Hyperbel tritt die DiflFerenz an die Stelle der 
imme. Der Satz gilt dann nur von der reellen Axe. 

15) Die elliptischen Abstände aller Punkte einer der Fun- 
mentalellipse ähnlichen und gleichliegenden Ellipse vom Mittel- 
nkte sind einander gleich. 

16) Die Summe der elliptischen Abstände der Eckpunkte 
les umschriebenen Rhombus von jedem Punkte einer Ellipse 
t Bezug auf eine von der Lage der Grenzpunkte abhängige 
mdamentalhyperbel ist constant, nämlich gleich dem elliptischen 
»Stande der zugehörigen Scheitel. 

1 7) Die Differenz der elliptischen Abstände je zweier Punkte 
r reellen Axe einer Hyperbel, in gleichem Abstände vom Mittel- 
nkte, von einem Punkte der Hyperbel mit Bezug auf eine von 
D Grenzpunkten abhängige Fundamentalhyperbel ist constant, 
mlich gleich dem elliptischen Abstände der Scheitel der Hyperbel. 

18) Die conjugirten Punkte je zweier Kegelschnitte des Sy- 
»ms (K) liegen auf je einem Kegelschnitte desselben Systems. 

19) Je 2 Ellipsen und je 2 Hyperbeln eines elliptischen Systems 
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(üf ) begrenzen krummlinige Vierecke, deren Gegenecken gleiche 
elliptische Abstände von einander haben mit Bezug auf die Fan- 
damentalellipse des Systems. 

20) Je 4 Ellipsen, sowie je 4 Hyperbeln, die demselben 
Rhombus eingeschrieben sind, und zwar die Hyperbeln in entge- 
gengesetzten Scheitelräumen, begrenzen krummlinige Vierecke, 
deren Gegenecken gleiche elliptische Abstände von einander 
haben mit Bezug auf eine Fundamentalhyperbel, deren Axen 
verhalten wie die Diagonalen des Rhombus. 

21) Die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes P 
Ebene mit den Grenzpunkten, sowie je 2 von P an Kegelschnitte 
(K) gelegte Tangenten stehen in Involution. 

22) Der zur Verbindungslinie eines Punktes P eines Kegel- 
schnitts mit dessen Grenzpunkte conjugirte harmonische StnH 
und die Tangente in P sind conjugirten Durchmessern paraHd 

23) Durchläuft die Spitze eines von zwei Dreiecken bei fester 
Basis eine Gerade, und sind die anstossenden elliptischen Seitei 
in beiden beziehlich gleich, so durchläuft die Spitze des anden 
eine Parabel, deren Axe die erstere Basis^ deren Sehne die 
letztere ist. H. 

Grunert. Allgemeine analytische Auflösung der Aufga- 
be: Den Kegelschnitt von gegebener Charakteristik 
und gegebenem Brennpunkte zu bestimmen, welcher 
eine der Lage nach gegebene Grade in einem in der- 
selben gegebenen Punkte berührt. Grunert Arch. XLIX. 135. 

Charakteristik wird hier der Quotient der Excentricität dareh 
die Haupthalbaxe genannt und mit n bezeichnet. Die Glei- 
chungen des gesuchten Kegelschnitts und der gegebenen Tsffl- 
gente lauten in vereinfachter Weise geschrieben: 

r = «(Ä + rcosy), rcos(y — a) = c, 

wo h den Abstand des gegebenen Brennpunkts von der Directrii» L 
ff q> Polarcoordinaten y a, c Gonstanten bezeichnen. Für eines 
Punkt jsind gegeben r und q>—a, gesucht h und «. Beide Glei- 
chungen müssen für denselben Punkt noch nach erster Derivatioi || 
bestehen. Mit dem blossen Ansätze waren demnach die Unbe- 



5. 
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Lannten durch ein leicht auflösbares System von Gleichungen 
)e8t]mmt, und es blieb nur übrige die gewünschten Resultate 
daraus zu ziehen. Dieser einfache Zusammenhang wird durch 
die zur Lösung angewandte lange Bechnung zu sehr ins Dunkel 
gestellt. H. 

A, RiBAücOüR. Sur le rayon de courbure des coniques. 

NoQv. Ann. (2). VH. 171-176. 

Die verschiedenen Constructionen des Krümmungsradius der 
Kegelschnitte werden aus dem Satze abgeleitet, dass das Stück 
der Normale eines Eegelschnittpunktes A, welches zwischen den 
Lethen liegt, die von einem Punkte M seiner Tangente auf die 
Polare von M und auf den durch A gezogenen Durchmesser ge- 
ftllt werden, für alle Lagen des Punktes M auf der Tangente 
omstant und zwar gleich dem Krümmungsradius in A ist. Nach- 
dem der Beweis des Satzes geführt ist, werden speciellere Formeln 
und Constructionen für den Krümmungsradius dadurch abgeleitet, 

dass dem Punkte M besondere Lagen gegeben werden. 

T. 

St. Watson. Solution of the question 2687. Educ. Times. 

X. 58. 

Aufgabe, die Normalen eines Kegelschnitts betreflfend. 
&. Salmon. On the limiting cases of certain conics. 

MesBenger lY. 129-131. 

Ansichten des Verfassers über den Begriff von Tangenten 
^ Doppelpunkte. H. 

C. Taylor. On the limiting cases of certain conics. 

Messenger IV< 140 - 143. 

Ansichten des Verfassers über eine Unbestimmtheit des ana- 
TQschen Ausdrucks. H. 

1. G. Zeüthen. Elementar - geometriske Beviser for 
Hovedjsaethingerne om Kegelsnittenes Diametre, T7chsen 

ridsakr. IV. 145-159. 
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HüLTMANN. Komplettering af Lösningen af Opgave 

Tychsen Tidsskr. IV. 41 a. 42. 

Diejenige Normale, welche von einem Kegelschnitt das kleini 
Areal abschneidet, bildet mit der Axe einen halben rechten Wink 

E 

Laverty. Solution ofthe question 2704. Educ. Times x ii 
Ortsaufgabe bei Kegelschnitten. 

BüRNsiDE. Solution of the question 2630. EdncTimi 
X. 63. 

Der Grad des Ortes der Brennpunkte eines Systems yc 
Kegelschnitten, die 4 Bedingungen unterworfen sind, ist im 
so gross als der des Ortes der Mittelpunkte. 

Mc. Gay. Solution ofthe question 2676. Educ. Times 131 

Aufgabe, ein Dreieck, ein- und umgeschriebene EegelscboiK 
betreffend. 

S. Hertzsprung. Lösning af Opgave 66. Tychwi 

Tidsskr. IV. 78. 

Die Aufgabe ist : eine Parabel zu construiren, die 2 gegebesi 
Kreise zweimal berührt. Die gesuchte Parabel ist derjtvafi 
congruent, welche durch die 4 Endpunkte der transversalen Durdi' 
messer geht, und ihr Brennpunkt ist deren Scheitel. E 

Lemaitre. Solution de la question 827. Nouv. Ann. ffl 

VII. 132-136. 

Geometrische Bestimmung der orthogonalen Trajectorien 1] 
aller Parabeln, die denselben Brennpunkt und dieselbe Axe baM 
und deren Zweige in demselben Sinne gedreht sind ; 2) aller Fall 
beln, die denselben Scheitel und dieselbe Axe haben. 

H. G. Day. Investigation of the geometrical propertie^ 
of the ellipse, from the definition by focus and directrii 

Quart. J. IX. 246-249. 

Mit Hülfe des Satzes : Das Quadrat der Tangente vom Dard^ 
schnitt zweier Kreise an einen dritten, der mit beiden 2 Taoge> 
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en gemeiu hat, ist gleich dem Rechteck aus den 2 Stücken der 
etztern, begrenzt durch die Berührungspunkte — werden folgende 
Sätze bewiesen : 

1) Eine Sehne AB einer Ellipse (deren Brennpunkt F) und 
ire parallelen Tangenten schneiden die Directrix beziehungsweise 
1 D, C, E; durch D gehen 2 Parallelen mit FC und FE; dann 
erühren diese die zwei um A und B durch F beschriebenen 
jeise. 

2) Zieht man durch einen äussern oder innern Punkt Se- 
iten oder Sehnen an eine Ellipse, so sind die Rechtecke aus 
eren Abschnitten proportional den Quadraten ihrer parallelen 
hirchmesser. 

3) Die Mitten paralleler Sehnen liegen auf demjenigen 
lurchmesser, welcher durch den Schnitt der Directrix mit einem 
lOthe vom Brennpunkte auf die Sehnen geht. H. 

iAVERTY. Solution of the question 2465. Edüc Times. 

X. 66 ü. 67. 

Die Tangente einer Ellipse am einen Endpunkte der Polare 
jt gegeben; es wird die Gleichung der Tangente am anderen End- 
lunkte der Polare aufgestellt. 

jREER. Solution of the question 2482. Educ. Times x. 65. 

Beweis einiger Formeln bezüglich der Ellipse und eines um- 
chriebenen Vierecks. 

!avage, Watson and Bills. Solution of the question 

2733. Educ. Times X. 92 u. 93. 

Der mittlere Inhalt einer unendlichen Beihe von Dreiecken, 
^ gleichmässig über die Oberfläche einer Ellipse so vertheilt 

Qd, dass jedes eine Seite parallel einer gegebenen Linie hat, 

256 
i TZTT— i des Ellipsen -Inhalts. 
525^ ^ 

''atson and Wolstenholme. Solution of the question 

2577. Educ. Times X. 84 u. 85. 

Der mittlere Inhalt aller Ellipsen, welche einen Halbkreis 
kd seinen Durchmesser berühren, ist =iV(2 + /2) des Halb- 
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kreises, wenn alle Lagen des Centrums der Ellipse als glei( 
wahrscheinlich, dagegen = (2-/2), wenn alle Entfernungen d 
Berührungssehne als gleich wahrscheinlich vorausgesetzt sind. 

Grünert, Ueber einen Satz von der Ellipse. Grün 

Arch. XLIX. 45-48. 

Beweis des bekannten Satzes vom Flächeninhalt des u 
schriebenen Parallelogramms. H. 

Chr, Hansen. Lösning af Opgaverne 138. 38. 14 

Tychsen Tidsskr. IV. 79-85. 

Zwei auf einander senkrechte Sehnen eines einer Ellii 
umschriebenen Kreises durch einen Brennpunkt gezogen hab 
die Längen conjugirter Durchmesser. 

Der zweite Artikel behandelt die Aufgabe, das grösste Sehn< 
dreieck einer Ellipse zu finden, dessen eine Seite durch ein 
Brennpunkt geht; der dritte beweist den Satz: 

Die Krümmungsradien in zwei Punkten eines Eegelschni 
verhalten sich wie die Quadrate der einander begrenzenden Ta 
genten in denselben. H. 

D. HoLDiTscH. The equation to the chord joining t^ 

points on an ellipse. Messenger IV. 166. 
Bekannt: Siehe Öalmon*s Anal. Geometrie p. 205. Mz. 

ScHLöMiLCH. Gelegentliche Bemerkung über die Ellips 

Schlömilch Z. XIII. 580. 

Ist E( 1,0;) die Länge des Quadranten einer aus den Hai 
axen 1 und x<.l construirten Ellipse , so ist das arithmetisel 
Mittel der Umfange aller Ellipsen mit der gemeinschaftlich 
grossen Halbaxe 1 und den kleinen Axen bis 1: 

M = / 4E{ljx)dx = 4/ dx I ycos'y+^'sin'^^d^p. 



Durch Anwendung der identischen Gleichung 
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auf M und Ausfbbruilg der Integrationen ergiebt sich : 

M = in\ 
Dies Mittel ist also gleich der Peripherie eines mit dem Radius 
yn beschriebenen Kreises. 0. 

W. Allen Whitworth. On the limiting cases of certain 

COnics. Messenger IV. 148-151. 

Ansichten des Verfassers über unendlich schmale Ellipsen 
und Hyperbeln. H. 

Dale. Solution of the question 2364. Educ. Times x. 29-30. 

Ueber den drei Seiten eines Dreiecks sind 3 Kreise so ge- 
zeichnet^ dass die innerhalb desselben liegenden Segmente ein- 
ander ähnlich sind. Der Potenzpunkt der 3 Kreise liegt dann 
aaf einer gleichseitigen Hyperbel, welche durch die Ecken und 
den Schwerpunkt des Dreiecks geht. 

Broager. Vinklens Tredeling og den indskrevne Firkant. 

Tychsen Tidsskr. IV. 113-122. 

Ein Kreisbogen, vom Scheitel einer Hyperbel a?*— ^y* = Ä' 
nach dem Brennpunkt des andern Zweiges gezogen, wird von der 
Hyperbel im Verhältniss 2:1 getheilt. Ausser diesem Satze werden 
Delationen zwischen den Bestimmungsstücken eines Kreissehnen- 
ierecks besprochen. H. 

L Steen. En ny egenskab ved den ligesidede hyperbel 
anvendt til vinklens tredeling, Tychsen Tidsskr. IV. 1-6. 

Winkel, deren Scheitel diametrale Punkte einer gleichseitigen 
[yperbel sind, und deren Schenkel durch dieselben Punkte der 
typerbel gehen, sind einander gleich — wie beim Kreise ftlr 
eliebige Scheitel in der Peripherie. Nach diesem Satze schneidet 
iejenige gleichseitige Hyperbel von einem Kreisbogen den dritten 
heil ab, welche ein Punkt beschreibt, von dem aus eine Gerade 
dt der Sehne im Endpunkt, eine andere mit der Sagitte im Mittel- 
unkt gleiche Winkel bildet. 

Hierauf beruht eine aus drehbaren Linealen zusammengesetzte 
orrichtung zur Construction der erforderlichen Hyperbel, welche 
emnächst beschiieben wird. H. 
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Dale. Solution of the question 2344. Educ. Times ix. 4a 
Aufgabe, eine rechtwinklige Hjrperbel betreflTend. 

D. Besondere Curven. 

Enneper. Ueber die Bedingungen, dass vier Punkte 
auf einem Kreise und fünf Punkte auf einer Kugelfläche 

liegen. Schlömilch Z. XIII. 261 u. 262. 

Die Elimination der variabeln Coordinaten und des Eadioj 
des Kreises aus den 4 Gleichungen, welche für vier Punkte, die 
auf einem Kreise liegen, gelten, führt nach verschiedenen Trans- 
formationen auf eine letzte Bedingungsgleichung, welche nur die 
Entfernungen der 4 gegebenen Punkte von einander enthält, an 
welcher als einfaches geometrisches Resultat der Ptolemäiseb 
Lehrsatz folgt. Die analoge Behandlung der Bedingung, daf 
5 Punkte auf einer Kugelfläche liegen, führt zu einer analogem 
Bedingungsgleichung, welche auch nur die Entfernungen der 
Punkte von einander enthält. T. 

A. Cayley. Demonstration nouvelle du th6or^me dß 
M. Casey par rapport aux cercles qui touchent a trois 

Cercles donn^S. Brioschi Ann. (2). I. 132-134. 



Versteht man unter einer 0- Kugel eine Kugel mit 
Radius 0, deren Gleichung also: (a?— a)'+(y— &)•+(» —c)'==' 
ist, dann ist die oben bezeichnete Aufgabe identisch mit der, ^ 
0- Kugel zu finden, welche durch drei gegebene Punkte gdit 
Aus der allgemeinen Bedingungsgleichung daftlr, dass 5 F^ 
auf einer Kugel liegen, wird die Bedingungsgleichuog hergel^ 
die ausdrückt, dass 4 Punkte auf einer 0- Kugel liegen. Ftf' 
man von den vier Punkten drei als gegeben, den vierten als variaW 

auf, so stellt diese Gleichung, nämlich: YiÄ+}^J^+Y^t'^^ 
(schon von Casey — Trans, of Dublin 1866 — angegeben) Ä 
gesuchte 0- Kugel und zugleich den Kreis dar, welcher die drt* 
gegebenen berührt. Hierin bezeichnen S^, S„ S, die drei ^ 
benen Kreise, l^, l^, l^ die Abstände der Berührungspunkte v* 
einander. Die Formel enthält im Ganzen 4 Paar Kreise, welcliB 
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' gestellten Bedingung genügen. Nennt man diejenigen beiden 
nkte, welche senkrecht über und unter dem Mittelpunkte eines 
eises um den Badius von ihm entfernt liegen, Gegenpunkte 
^rte-foyens, antifoci) des Kreises, dann kann man mit Hülfe 
r Gegenpunkte sämmtliche 4 Paare von Kreisen, welche drei 
gebene berühren, geometrisch construiren. T. 

'. J. Macqüorn Rankine. On curves fulfilling the equation 

-r^+ -7^ = 0. Phil. Mag. 1868. 2U, Mondes (2). XVI. 206. 
ax ay 

Beweis des Sat^Kes: Wenn eine Curve, welche der Bedingung 

%+-T^ = genügt, sich in einem Doppelpunkt schneidet, so 
V ay 

Iden die Zweige rechte Winkel mit einander, nebst einer von 
okes gegebenen Verallgemeinerung: Hat eine Curve der oben 
wähnten Art einen n£stchen Punkt, so bilden die Zweige un- 
reinander Winkel von der Grösse — . 0. 

n 

. Cayley. On the Cubic Curves Divergent Parabolas. 

Quart J. IX. 185-189. 

Der Verfasser bespricht die durch die Gleichung:. 

y' = a?'— 3cx + 2d 

Uigedrückten Curven. Je nachdem nun c* = d* und je nach- 

-aa die Vorzeichen von c und d sind, giebt es 13 Arten. Von den 
Inflexionspünkten einer Curve dritter Ordnung liegt in diesem 
Ule einer im Unendlichen, zwei sind reell, sechs imaginär. Die 
BUigenten an den reellen Inflexionspünkten treffen die Achse (x) in 
dem Punkte R, Von den 6 imaginären Inflexionspünkten giebt 
aber 2 von der Beschaffenheit, dass die Tangenten in ihnen 
e Achse {x) in einem reellen Punkt J treffen. Der Verfasser 
igt nun, wie aus der jedesmaligen Lage von ß und J die ver- 
hiedenen Arten der Eingangs bezeichneten Curve sich ergeben. 

Mz. 

i. EüMMER. Neue Sätze über eine krumme Linie. 

Heidelberg 1868. 

Portschr. d. Math. I. 2. 13 
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S. RoBEKTS. Note on the -figure formed by sixteen co- 
'tangential chords of a curve of the third degree. 

Qnart. J. IX. 232-234. 

J. BooTH. Sur la rectification de quelques courbes. 

Brioschi Ann. (2). II. 81-88. 

Siehe Abschn. VI. Cap. 3. p. 100. 

K. L. Bauer. Ueber einige, auf die parabolischen Wurf- 
linien bezüglichen geometrischen Oerter und deren 
Gebrauch zur Bestimmung der Wurfweite und Wurf- 
höhe. Pogg. Ann. CXXXIV. 265. Carl Repert. IV. 15. Mood« 
(2). XVIII. 339. 

Siehe Abschn. X. Cap. 3. 

Gottfried Korneck. Eine mathematische Abhandlung 
über den geometrischen Ort der Mittelpunkte von 
Kegelschnitten, von denen 3 Tangenten oder 3 Punkte 
nebst der Fläche gegeben sind. Pr. G. Gels 1868. 

Mit Benutzung der Mittelpunktsgleiehung der Kegelschnitt 
werden allgemeine Formeln fUr den Inhalt derselben abgeleitet 
je nachdem sie durch 8 Tangenten oder 3 Punkte gegeben aod; 
die verschiedenen Arten und Abarten der Kegelschnitte, abbäogil 
von der Lage des Mittelpunktes gegen die gegebenen TaogeDtei 
oder Punkte, werden erörtert. Die eine der gefundenen Inliato" 
formein liefert dann zunächst das Resultat, dass die Mittelpunkii' 
curve der Kegelschnitte , welche durch 3 Tangenten und to | 
Flächeninhalt bestimmt sind, eine Curve dritten Grades ist, A 
definirt wird als geometrischer Ort derjenigen Punkte, fftrweÜ» 
das Produkt der Entfernungen von drei festen Geraden, dieft 
die Curve Asymptoten sind, constant ist. Wegen dieaer «» 
anderer den Hyperbeleigenschaften analogen Eigenschaften wird AI 
Curve kubische Hyperbel genannt. Ihre Formen werden auf l)ei§''|< 
gebenen Tafeln zur Anschauung gebracht und ihre Eigenschaft^! 
untersucht. Die ganz analoge Untersuchung der Mittolpiuikli' 
curve der durch 3 Punkte und den Flächeninhalt gegebenen Kegfi- 
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mitte giebt eine Carve sechsten Grades; auch deren Gestalten 
rden auf beigegebenen Tafeln abgebildet und ihre Eigenschaften 
rden untersucht. T. 

MON Spitzer. Merkwürdige Eigenschaft derjenigen 
Curve, welche vom Brennpunkte einer Ellipse be- 
schrieben wird, wenn diese auf einer Geraden rollt. 

Grunert Arch. XL VIII. 235-238. 

Wenn man die Gleichung der in Rede stehenden Curve ent- 
ckelt und zwar die Ordinate als eine Function der Bogenlänge, 
giebt die unmittelbare Betrachtung der Gleichung das Resultat, 
.88 der vom Brennpunkte beim einmaligen Abrollen der Ellipse 
irchlaufene Curvenbogen für alle Ellipsen von gleichen Haupt- 
hsen, aber beliebigen Nebenachsen eine constante Länge hat. 

T. 

Ä.JÜDIE et Salvy. Solution de la question 844. Nouv. Ann. 

(2). VII. 187 u. 188. 

Zieht man von einem festen Punkt auf der Peripherie 
nes Kreises 2 Sehnen OA, OB, deren Produkt constant ist, so 
t die Enveloppe der Secante AB ein Kreis mit dem Mittelpunkte 

HÄd dem Radius ^, wo a' das constante Produkt und ß der 

^dius des ursprünglichen Kreises ist. 

Griffiths. A short method of finding the equation 
to a certain envelope depending on a triangle inscribed 
in a circle. Quart. J. IX. 346 u. 347. 

Fällt man von einem beliebigen Punkte P eines Kreises 

ithe auf die Seiten eines dem Kreise eingezeichneten Dreiecks, 

'. liegen bekanntlich die Fusspunkte dieser drei Lothe in einer 

Graden. Der Verfasser behandelt nun die Aufgabe, die Glei- 

tung der Einhüllenden aller dieser Geraden zu finden, während 

den Kreis durchläuft. Ist ABC das Coordinatendreieck und gleich- 

iüg dasjenige, dem der Kreis umgeschrieben ist, so ist dessen 

i . , siuil , sinfi , sinC ^ /> j« t n. 

leichung: 1 w--\ = 0, wo a, ß, y die Lothe 

a p y 

13* 
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eines Punktes des Kreises auf die Seiten des Dreiecks sind (d. i. 
die laufenden Goordinaten). Sind nun x, y, a die Coordinaten 
eines bestimmten Punktes des Kreises, so ist die Gleichung 
in Rede stehenden Geraden: 

a?Cy + «coSi4)(ycoSi4 + Ä)^T^H 1---- =0. 

Schreibt man hier statt x, y, z: — , — , — , so sind diese 

X y z 

Bedingung unterworfen: 

xBiaA + yBinB-^zQinC = 0. 
Da diese letzte Gleichung aber die der unendlich entfernten Ge- 
raden ist, so kann man 

annehmen, — wo (^l.ßjC,) jeder der beiden (imaginären) DuitJ- 
schnitte des Kreises mit dieser Geraden sein kann, — und erUlt 
eine homogene Gleichung dritten Grades in l und fi, deren Dis- 
criminante die Gleichung der gesuchten Curve ist. Mz. 



Leon Dyrion. Note sur las courbes consid^r^es 
enveloppes d'une droite. Nouv. Ann. (2). vil. 176-180. 

Die Gleichung der umhüllten Geraden sei: 

xcosa-\-yBina^q>(a) = 0, 
dann ist die Länge des Krümmungshalbmessers der UmhfllloB|l' 
curve (C) dieser Geraden in einem jeden Punkte a dni* 
g)(a)-f y"(") auszudrücken. Die Entwickelung dieses Ausdnrf* 
zeigt, dass y' («) + y'" («) der Ausdruck für den Krttmmfflip'Jf 
halbmesser der abgewickelten Curve (C) der Curve {Cj ^ 
dass man die Curve (C) rectificiren kann, und endlieb, ^ 
der Abstand irgend eines Punktes von einer Normale ^f^ 
Curve (C) die Ableitung (nach a) des Abstandes deflsd''' 
Punktes von der zugehörigen Tangente ist. Darch Anw<^|[ 
düng dieser Besultate werden dann sehr bekannte Eigensdtf'''*, 
der Kegelschnitte, der Cycloide und der Liemniscate auf einA"* 
Weise hergeleitet. Durch passende Wahl der Function y i?erfi|m 
die Sätze dann auch noch auf die Evolventen eines Kreises t* 
auf die logarithmische Spirale angewandt T. 
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BAUCOUR. Sur les courbes enveloppes de cercles, et 
sur les surfaces enveloppes de sph^res. 0. R. LXVII. 

1334. Inst. 1. sect. XXXVI. 86 u. 87. 

Diese Note — die Fortsetzung einer im Jahre 1867 bekannt 
machten — enthält Sätze, die sich wesentlich in drei Gruppen 
sammenstellen lassen. Die erste Gruppe umfasst Sätze, welche 
3 UmhüUungscurven von Kreisen betreflfen, und zwar erstens 
Iche Sätze, welche die Auswerthung der Summe zweier ent- 
rechenden Bogen und den Flächeninhalt anallagmatischer Cur- 
D behandeln. Anallagmatische Gurven sind nach Moutard die 
nhüUungscurven von Kreisen, die einen gegebenen festen Kreis 
^btwinklig schneiden, während ihre Mittelpunkte auf einer ge- 
benen Curve liegen. Die übrigen Sätze betre£fen vorzugsweise 
B Lage des Schwerpunkts der UmhüUungscurven einer Schaar 
reise, deren Mittelpunkte auf einer Gurve liegen, und derenBadien 
iTch die Relation B^ = kR von einander abhängig sind. 

Die zweite Gruppe von Sätzen betriflft die Umhüllungsfläche 
aer Schaar Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer Baumcurve 
^) liegen und deren Radien durch die Lage der Kugelmittel- 
iBkte auf (C) bedingt sind. Diese Umhüllungsfläche besitzt ein 
jrstem Krümmungslinien, welche Kreise sind; die Normalen der 
lachen längs einer dieser Krümmungslinien bilden einen Kreis- 
^el; die verschiedenen kreisförmigen Krümmungslinien haben 
ne aus zwei Zweigen bestehende UmhüUungscurve, die nach 
enge Rückkehrkante der Umhüllungsfläche der Kugeln genannt 
ird. Die zur zweiten Gruppe gehörenden Sätze betreflfen nun 
>^ Kreiskegel, die Tangentenfläche für die Normalen der Um- 
Ulungsfläche, die Rückkehrkanten, den Flächeninhalt, das Vo- 
KQen und die ebenen aber nicht kreisförmigen Krümmungslinien 
)* Umhüllungsfläche, und endlich wird noch der specielle Fall 
handelt, dass die Mittelpunktscurve (C) eben ist. 

Die dritte Gruppe umfasst die Sätze, welche die Umhüllungs- 
cbe einer Schaar Kugeln zum Gegenstande haben, deren Mittel- 
K^kte auf einer Oberfläche (S) liegen, und deren Radien, wie 
zweiten Falle, durch die Lage der Mittelpunkte auf der Ober- 
teile bedingt sind. Diese Umhüllungsfläche setzt sich aus zwei 
)alen zusammen, einer auf (S) gezeichneten Linie entsprechen 
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zvvdi L'aiea auf der UmhüUungsfläohe, einer geschlossenen Cum 
auf (S) ents prechen zwei geschlossene Curven auf der Umhüllungs- 
fläche. Eigenschaften dieser Curven behandeln einige der Sätze. 
Die übrigen Sätze betreffen dann die Umhüllungsfiäehe Ton Kugeln, 
deren Badien durch die Relation R^ = kR von einander ftbbäogig 
si nd. T. 

F. E. EcKARDT. üeber eine gewisse Olasse von Curven 
dritten Grades. Schlömiich z. xiii. 263-266. 

Der Verfasser betrachtet alle diejenigen Curven dritten Gradesi 
welche durch 7 Punkte, die aber nicht willkürlich gewählt sind, 
gelegt werden können. Von diesen 7 Punkten sind nämhch nur 
4 willkürlich P, P,, P„ P,. Die andern 3 sind die Schnittpunkte 
der Geraden PP^ mit P, P3, ferner PP^ mit P^P, und PP, n» 
P^ P,.; sie mö gen der Reihe nach Ä, B, C heissen. Mit Zugrunde- 
legung des Dreiecks ABC als Coordinatendreieck ergiebt sid 
dann als Gleichung der Curve 

Aa (c' /P-b' f) + BßiaY- c'«') + Cy (6'a'- a*/?*) = 0, 
wo a, ß, y die laufenden Coordihaten des Curvenpunkts, d. L 
seine senkrechten Abstände von resp. BC, CA, AB sind, ferner 
a, &, c die Constanten, welche in den Gleichungen der 6 Geraden 
AP, BP, CP, P,P^, P^P^, P^P, vorkommen, und endlich A, B,C 
die zur Allgemeinheit erforderlichen Constanten. 

Aus der Gleichung ergeben sich dann auf leichte Weise iß- 
teressante Sätze über Tangenten, und berührende und osculirende 
Kegelschnitte in den 7 Grundpunkten. 

Durch Betrachtung der dritten Durchschnittspunkte der Curve 
mit BC, CA, AB, — welche D, JE, F sein mögen — wird nach- 
gewiesen , dass bei Zugrundelegung des neuen Coordinatendreiecks 
DEF die Form der angegebenen Gleichung dieselbe bleibt, dass 
also eine Curve dritten Grades auf unzählig viele Arten durch 
eine solche Gleichung ausgedrückt werden kann, wenn dies ein- 
mal der Fall ist. 

Zum Schluss wird noch der specielle Fall betrachtet, in 

welchem P der Höheuschnitt des Dreiecks P^P^P^ ist. 

■ Mz. 
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V.. Saktiaux. Sut les points d'inflexion des courbes 
du troisifeme ordre. Lille, Daoei. 

H. Lemonnieb. Memoire sur les points d'inflexiön et 
les points Steiner dans les lignes du troisi^me ordre. 

Paris, ThuDOt 

Thomson. Solution of the question 2675. Educ. Times x. 35. 
Aufgabe, eine Curve dritten Grades betreflfend. 

Thomson. Solution of the question 2697. Educ. Times x. 53. 

J sei ein Inflexionspunkt einer Curve dritter Ordnung. Die 
^on ihm gezogenen Tangenten berühren in P, 0, Ä, die von P 
i;ezogenen in A, B, C, D. Dann werden die gegenüberliegenden 
^iten des Vierecks ABCD sich in J, Q, R schneiden. 

Stanley. Solution of the question 2740. Educ. Times 

X. 105. 

Aufgabe, bezüglich einer Curve dritten Grades. 
Gr. Sardi. Nota sopra unä rete di biquadratiche. Battagl. 

G. VI. 217-239. 




In beistehender Figur sei ABC das Coordinatendreieok; 
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X, y, z seien die Coordinaten eines beliebigen Punktes, a, b, e 
die Coordinaten von A^ (oder diesen proportional, was in der 
Behandlung keinen Unterschied macht), so sind die Coordinaten 
von A^: — a, 6, c; von A^: a, —6, c; von A^: a, b, — c, wie 
ans den harmonischen Eigenschaften des Vierecks A^A^A^A^ leieU 
folgt. Die Coordinaten von «, ß, y, a, , ^, , y, sind dann einfiwA 
zu bestimmen. Die Punkte a^ ß^ y^ liegen bekanntlich in einer 
Geraden, ebenso : a, ßy, a/9, y, aßy^ , deren Gleichungen der Reihe 
nach : , 

aoc a'6'c a 6c 

a 6 c 

Eine beliebige Curve vierten Grades, die durch die Punkte A, B, C, 
A^j A^j ^3, A^, a, ß, y, «,, ^j, ^j geht, hat nun zur Gleichung: 

Die 3 willkürlichen Constanten gestatten noch 2 beliebige Funkte 
einzuführen; alle durch diese Gleichung ausgedrückten Gunen 
bilden also ein geometrisches Netz. Sie werden im Folgende 
genauer untersucht. Einiges hiervon möge angegeben werden. 
Alle Curven des Netzes haben die Ecken des Coordinaten- 
dreiecks zu Inflexionspunkten und die Wendungstangenten treffen 
sich auf einem Punkte der Curve. Dieser Punkt heisst Centrun. 
Die ersten Polaren der Centra dieser Curven bilden ein neues 
Netz von Curven dritten Grades, die dem Viereck A^A^A^A^ und 
dem Coordinatendreieck umschrieben sind. In jeder der betracli' 
teten Curven vierten Grades treffen sich die Tangenten an den 
Ecken des Vierecks und des Coordinatendreiecks in einem Punkte 
der Curve (dem Centrum). Mz. 

A. F. ToRRY. On the Lemniscate. Messenger IV. 139. 140. 

Es wird eine Lemniscate betrachtet, deren erzeugender Funkt 
anf dem Durchmesser des erzeugenden Punkts einer gleichseitigen 
Hyperbel und auf der Tangente derselben im symmetrisch liegen- 
den Punkte liegt Ihre Brennpunkte liegen auf der Hauptaxe in 
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iständen, die sicli zur Halbaxe der Hyperbel verbalten, wie diese 
r Excentricität 

Das Produkt der Abstände eines Punktes der Lemniscate 
)n ihren beiden Brennpunkten ist gleich dem Quadrat ihrer Ex- 
KAtricität Die Differenz derselben Abstände verhält sich zum 
tadiusvector wie die Axe der Hyperbel zu deren Excentricität. 

Femer werden Tangente und ErUmmungskreis bestimmt. 
Srstere bildet mit dem Radiusvector einen doppelt so grossen 
Kinkel als die grosse Axe. Letzterer trifft die Lemniscate in 
inem Punkte, dessen Radiusvector der dritte Theil von dem des 
terührungspunkts ist. Die Verbindungslinie beider Punkte berührt 
ie Hyperbel. H. 

!hk. Hansen. Lösning af Opgaverne 210. 211. 115. 

Tychsen Tidsskr. IV. 51-52. 47-48. 61-62. 

Der geometrische Ort des Eckpunkts eines rechteckigen 
lattes, von dem ein constantes Dreieck umgeklappt wird, ist 
ne Lemniscate. 

In der zweiten Schrift wird der geometrische Ort eines Punkts 
Elf einer Axe einer Ellipse, welche die Schenkel eines rechten 
^inkels berührt, untersucht. 

Die dritte enthält ein Beispiel der Bestimmung einer ebenen 
mhüUungscurve. H. 

- — The catenary referred to the horizontal tangent 
and the catenary referred to an oblique tangent. 

Messenger IV. 238-247. 

Entwicklung der Relationen zwischen Coordinaten, Bogen 
td Spannung der Eettenlinie, erst ftir rechtwinkliges, dann ftlr 
hiefwinkliges System. H.. 

ÜLP. Ueber eine besondere Art von Conchoiden. 

Gruoert Arch. XLVIII. 97-101. 

Die hier betrachtete Curve hat die Gleichungen 

aj = rcosy; y = rtgqp. 
\ werden Tangente, Normale, Subnormale, Flächeninhalt und 
halt des Rotationskörpers berechnet. H. 
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L. Stoeckly. Bedeutung und Eigenschaften der 
r= a — ^ entspringenden Curve. Grunert Arch. XLVH 

109-115. 

Die hier discutirte Curve ist der Ort des Schwerpunkts eÜM 
nach einer Seite hin wachsenden Kreisbogens. Es wird ferner 
die vom Durchschnitt der Tangente mit einem Lothe, auf den K 
Badiusvector im Mittelpunkt errichtet, erzeugte Curve untersuekt ||j 
und in Reihenform quadrirt. ä 

G. A. OsKAMP. De polairen der cycloide. Leiden 18ä 

Akademisch proefschrift. 

Zwei Curven stehen in der gegenseitigen Beziehung, d« 
die eine die Polare der andern genannt wir.d, wenn der Radi» 
vector der einen auf der Tangente der andern senkrecht ste^ 
und seinem durch diese Tangente begrenzten Stücke umgdidD* 
proportional ist, was auf die Relationen führt: 

Die Schrift beschäftigt sich ausführlich mit der Discussion 1« |r 
Polare der Cykloide fllr 3 besondere Lagen des Anfangspunkt 
sammtlich auf der Linie der Mittelpunkte des beschreibend 
Kreises, sucht von ihrer Gestalt eine Vorstellung zu geben, nnl 
führt die Rectification und Quadratur mittelst Reihenentwki^ 
lung aus. E 

FoüRET. Sur les ^picycloides. Inst. l. eect. XXXVI. 182U.1Ö 
189-192. 

In der vorbezeichneten Note giebt der Herr Verfasser Sllto 
über Epicycloiden, deren Beweise nur bisweilen ' durch wenij« 
Worte angedeutet sind, da sie sich auf einfache geometrtah 
Sätze zurückflihren lassen. Eine beliebige Epicycloide wi^dc^ 
zeugt durch einen Punkt M, der einen Kreis durchläuft, währeBil 
gleichzeitig der Mittelpunkt F dieses Kreises einen Kreis um eine» 
festen Punkt beschreibt, in der Art, dass die Winkel fi und J) 
um welche einerseits Punkt M und andererseits Punkt F fortrüd^ 
beständig proportinal sind. Epicycloiden, bei denen der Werl 

des Verhältnisses — der Grösse und dem Vorzeichen nach der- 



\ 
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e ist, werden Epicycloiden derselben Gattung genannt. Die 
eflihrten Sätze, deren Inhalt meist durch die Sprache der 
;hanik gegeben wird, und welche jede Art der Epicycloiden 
. ihre Grenzfälle betreffen, ergeben sich als Folgerungen aus 
!i Fundamentalsätzen. Der erste derselben sagt aus, dass 
Resultante (im Sinne der Mechanik) der Geraden, welche von 
3m Punkte der Ebene aus parallel und gleich den Leitstrahlen 
t) von Epicycloiden derselben Gattung gezogen werden, die 

beliebig vielen Punkten der Ebene in der Art beschrieben 
den, dass ihre Anomalien (Winkel qp) gleichzeitig um dieselbe 
sse wachsen, der Leitstrahl einer neuen Epicycloide derselben 
tung ist. Der zweite Fundamentalsatz (der auch aus dem 
en hergeleitet werden könnte) lehrt, dass der Punkt, wel- 
r stets die Verbindungslinie zwischen zwei Punkten, die Epi- 
oiden derselben Gattung mit constant wachsenden AnomaJien 
'hreiben, nach demselben Verhältnisse theilt, selbst eine 
3ycloide derselben Gattung beschreibt; für alle drei liegen die 
elpunkte der festen Kreise in einer Geraden, welche durch 
Punkte nach dem obigen constanten Verhältnisse getheilt wird, 
selbe gilt von den Mittelpunkten der beweglichen Kreise und 

den Berührungspunkten. Aus diesem Fundamentalsatze er- 
en sich Sätze über Lagen des Schwerpunktes von gewissen 
ktsystemen. Am Schlüsse finden sich dann noch einige Sätze, 
che die gewöhnliche Epicycloide betreffen. T. 

iNsiüE. Solution of the question 2732. Educ. Times 

l. 96. 

Aufgabe, die Epi- und Hypo-Cycloiden betreffend. 
)LSTENHOLME. SolutloH of the qucstion 2579. Educ. 

rrmes X. 91. 

Ein Problem, die Cissoide des Diocles betreffend. 
lTson and Dale. Solution of the question 2415. 

Cduc. Times IX. 77. 

Die Gleichung der Evolute der Cissoide x(x^-{-y*) = ay^ ist 

21y'+2SSa'y'+öl2a'x = 0. 
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E. Habich. Sur un systfeme particulier de coordonnees. 
Application aux caustiques planes. Brioschi Ann. (2). E 

134-150. 

Siehe Abschn. Vm. Cap. 1. p. 153. 
Wilhelm Dahl. Beitrag zur Theorie der Epicykeln. 

Dies. Jena 1868. 

C. Plagge. Untersuchungen über die Cardioide. PrO. 

Becklinghansen 1868. 

Diese beiden Arbeiten behandeln denselben Gegenstand, näm- 
lich die Cardioide und deren Formen. Bei der Discnssion der 
Gleichung der Curve werden die meisten derjenigen Punkte, & 
gewöhnlich untersucht werden, in Betracht gezogen ; in der zwieitti 
Arbeit wird ausserdem noch die Cardioide als Katakaustik ubI 
als Fusspunktcurve der Tangenten, der Normalen und des Erdsei 
behandelt. Die gewonnenen Resultate werden, wenn mQgliek, 
geometrisch gedeutet und construirt. T. 

GiGON. Exercices sur les roulettes ext^rieurs et In- 
terieurs dans les courbes planes. Nouy. Ann. (2). vn. 462-411 

Der Verfasser beweist zunächst den Satz: 
Wenn man den gegebenen Bogen einer beweglichen Cunt 
erst innerhalb und dann ausserhalb einer festen Curve rollet 
lässt, so sind von der Natur der letzteren.unabhängig sowohl die 
Summen der Bogen, welche ein Punkt der beweglichen Curve ia 
beiden Fällen beschreibt, als auch die Summen der Flächenin- 
halte, welche derjenige Radiusvector beschreibt, welcher injedein 
Moment den die Curve erzeugenden l^unkt mit dem augenblick- 
lichen Botationsmittelpunkt verbindet. 

Beide Sätze sind von Henning in anderer Weise bereits 1865 
in Crelle's Journal bewiesen. Einige Anwendungen, namentlick 
auf die Quadratur der AbroUungslinien, beschliessen die Ab- 
handlung. NL 
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Capitel 3. 
Geometrie des Raumes. 

A. »Allgemeines. 
%.RL Peterson. Ueber Curven und Flächen. (Deutsch 

Gearbeitet vom Autor). Moskau, A. Längs Buchhandlung 
lieipzig, Franz Wagner. 

Die vorliegende Schrift, hervorgegangen ans einer Reihe von 
»rträgen über Geometrie, die im Sbornik erschienen sind, be- 
mdelt Eigenschaften der Raumcurven und der Oberflächen. Als 
iemente der Raumcurven werden betrachtet: erstens das Bogen- 
icment ds, welches die Entfernungen zweier betrachteten Curven- 
inkte misst, zweitens die Krümmung da, welche den Richtungs- 
iterschied zwischen zwei benachbarten Bogenelementen oder Tan- 
mten angiebt, drittens die Wendung da' (oder Torsion), welche 
in Winkel zwischen zwei benachbarten Ebenen der Curve be- 
immt, wenn man unter Ebene der Curve (Osculations-, Schmie- 
ingsebene) diejenige versteht, welche durch zwei benachbarte 
angenten (also durch drei benachbarte Punkte) geht. Dabei 
t anzunehmen, dass die Coordinaten der Curvenpunkte, nämlich 

t y, Ä und in Folge deren auch -p- » t- » t- Functionen einer 

av av av 

diebigen Veränderlichen v seien. Gehen eines oder mehrere 
eser Elemente durch 0, dann erhält man, wenn der Uebergang 
ir in einzelnen Punkten erfolgt, singulare Punkte der Curve, 
önn er aber in allen Punkten stattfindet, ebene Curven (für 
r* = ö) und gerade Curven (fftr da = 0). 

Die Beziehungen, in welchen eine Curve zu den Geraden 
jht, die durch sie hindurchgehen, führt zur Erörterung der 
(canten, des Mantels, der Evoluten- und Evolventenflächen, des 
etifieirenden Mantels und der Radien der Raumcurven. Daran 
hliessen sich dann Untersuchungen über besondere Raumcurven 
ler sphärischen, scbraubigen und Scheitel- Curven) und der 
irven, die auf Flächen gelegen sind. Es sei gestattet, die An- 
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wendbarkeit der Methode an der Herleitung der Sätze zu zeigen, pi 
welche die Krümmungslinien betreffen. W 

Eine gerade Linie, welche durch einen Punkt einer Kaan- t\n 
curve geht, heisst eine Secante derselben. Zwei benachbart fei 
Secanten schneiden sich oder kreuzen einander. Im ersten Fab 
bilden sie an ihrem Knoten (Durchschnittpunkte) einen kleinei 
Winkel dfA, die Abweichung genannt. Im andern Falle mui 
•man erst die eine auf die durch die andere gelegte Tangentialr 
ebene projiciren, dann schneidet die Projection beide Secattt« 
und bildet mit der in der Tangentialebene liegenden Secaniip 
einen kleinen Winkel dfi, die Abweichung, und bildet femer niiti : 
der aus der Tangentialebene heraustretenden einen kleinen WinUp 
dv, die Ausweichung genannt. Schneiden sich die Secanteoi 
dann ist dv = 0. 

Der Knoten (betreffenden Falls der Projectionsknoten) zweier 
benachbarten, die Curve senkrecht treffenden Secanten wird Cen- 
trum der Curve, und die Entfernung derselben von demCurrei- 
punkte (auf der Secante gemessen) Radius der Curve genanB^ 
In jeder Tangentialebene liegt ein Centrum; dasselbe iststetoli 
von drei benachbarten Curvenpunkten gleich weit entfernt. Liegt k 
die Curve auf einer Fläche und legt man durch die TangeDk 
der Curve eine Tangentialebene zur Fläche (schlechthin Eben« 
der Fläche genannt) und auch eine Normalebene, so liegt i* 
jeder ein Radius der Curve, die beziehentlich tangentialer unl 
normaler' Radius genannt werden. Die Ausweichung dif i^^ 
sieh kreuzenden benachbarten Radien ist ebenso gross, nvie to 
Winkel der beiden durch diese Radien gelegten Tangentialebenen- 
In dem Falle nun, dass diese beiden Tangentialebenen gegen & 
Ebenen der Curve dieselbe Neigung y haben, ist der WiBbl 
zwischen beiden Tangentialebenen gleich dem Winkel zwischi9^ 
den beiden Ebenen der Curve, d. h. die Ausweichung der 
ist gleich der Windung, dv = do'. Ist aber die Neigung 
einen Tangentialebene gegen ihre Ebene der Curve um dtp grösser 
als die der andern Tangentialebene gegen ihre Ebene der Cone, 
dann ist auch die Ausweichung der Radien um ebensoviel grössec 
als die Windung, d. h. dp = da' + d(f. Ist die Neigung der Tan- 
gentialebene der Fläche (Ebene der Fläche) gegen die Ebe« 
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irve q>, dann ist die Neignng der Normalebene in demselben 
e gegen die Ebene der Curve y— 90", folglieh ist die Aus- 
iing zweier benachbarten tangentialen Radien gleich der 
Eichung der entsprechenden beiden benachbarten normalen 
D, nämlich in jedem Falle: dv ^da'-^drf. Schneiden sich 
lie normalen benachbarten Radien, so müssen sich auch die 
itialen schneiden. Eine Curve, auf einer Fläche gelegen und 
schaffen, dass ihre normalen Radien sich schneiden, heisst 
imungslinie der Fläche. Aus dv=da'-¥d(f ergeben sich nun 
telbar die bereits bekannten Sätze über die Krümmungslinien, 
linander unendlich nahe auf einer Fläche liegende Curven 

ein Curvensystem, zwei Systeme sich kreuzender Curven 
. ein Curvennetz auf der Fläche. Schneiden sich aber die 
tiberliegenden Seiteii der unendlich kleinen Vierecke, dann 
das Curvennetz ein conjugirtes genannt, 
tehen zwei Flächen in der Abhängigkeit von einander, dass 

jeden Punkte der einen Fläche ein bestimmter Punkt der 
n entspricht, dann kann entweder nur die Art und Weise, 
e Punkte einander entsprechen, bestimmt sein, oder es kann 
noch eine Abhängigkeit der Form der Flächen in den ent- 
lenden Punkten hinzugefügt werden. Die erste Art der 
igigkeit wird eine Beziehung, die zweite eine Verwand t- 
ft genannt. Analytisch wird die Beziehung durch zwei, die 
indtschaft durch drei oder auch durch mehr Gleichungen 
len den unabhängigen Veränderlichen der Flächen ausge- 
t. Findet zwischen zwei Flächen eine Beziehung oder Ver- 
:schaft statt, danu giebt es auf jeder dieser Flächen ein be- 
tes conjugirtesCurvennetz, welches einem. conjugirten Curven- 
auf der andern entspricht; dieses wird die Basis der Beziehung 
Verwandtschaft genannt. Nur in einem Falle entsprechen 
tlichen conjugirten Curvennetzen der einen Fläche conjugirte 
nnetze der andern; dann heissen die Flächen selbst conjugirt 
jrschiedenen Beziehungen und Verwandtschaften der Flächen 

sich auch geometrisch definiren, und aus dieser Definition 

sich dann auch die analytischen Bedingungsgleichungen für 
lung und Verwandtschaft aufstellen. So werden im Verlaufe 
rbcit alle analytischen Bedingungsgleichungen fllr die Be- 
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Ziehungen (Parallelismus, Perspective, Gonjunetion, Goiyugatioo, 
graphische Beziehung) und für die Verwandtschaften der Flächen j 
(Biegung, graphische Perspective, Abwickelung, parallele Per- 
spective, Verwandtschaft der entsprechenden Ebene) hergeleitet 
In dem vorliegenden Hefte findet dann der Parallelismus und die f 

Li 

Perspective der Flächen eine eingehende Erörterung. T. r 

F. ÜNFERDiNGER. Ucber einige merkwürdige Formeln der t 
sphärischen Trigonometrie. Wien. Ber. Lvm. 30-34. !? 

Die Formeln fbr die Berechnung eines sphärischen Dreiecks f 
aus den Seiten oder den Winkeln, und ihre Herleitung aus den 
Mollweide- Gauss'schen Formeln hat bereits C. A. Bretschneider 
(Grelles J. XIII. p. 155) gegeben. M. 

F. ÜNFERDINGER. Ableitung der Complanationsformel in ?- 
Polarcoordinaten aus der Figur. Grunert Arch. XLvm. lOl £: 

Unter der Ableitung aus der Figur hat man hier begleitenden 
Nachweis der Hülfsgrössen in der Figur zu verstehen. Die Eech- 
nung ist dadurch nicht erspart, sondern verlängert worden. 

H. r 

E. Beltrami. Sulla teoria generale dei parametri diffe- 

rentiali. Mem. di Bologna (2). VIII. 549-590. 

Unter Differential -Parameter versteht man bekanntlich sett 
Sauc6 gewisse aus den partiellen Ableitungen eines oder mehrerer I 
Functionen gebildete Ausdrücke, welche in Bezug auf eine Trans- i 
formation der Variabein ähnliche Eigenschaften besitzen, wie die r 
Invarianten und Co Varianten in der Algebra. Der Zweck der g 
vorliegenden Abhandlung ist nun , die hierhergebörigen Sätze in ; 
einer solchen Form darzustellen; dass sie statt ftir den geome- 
trischen Raum für ein Gebiet von beliebig vielen Dimensionen 
gelten. Wenn hiemach die entwickelten Formeln zunächst nar 
eine rein analytische Bedeutung besitzen, so beziehen sich doek 
gerade die interessantesten Folgerungen aus ihnen wesentlich auf 
die Sätze von der Verbiegung und Krümmung der Flächen, theil- 
weise auch auf die Theoreme der Anziehung und Wärme. 

Nach einem kurzen historischen Ueberblick über die voran- 
gegangenen Leistungen von Saucä, Jakobi, G. Neumannn etc., und 
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3h Ableitung einiger Httlfssätze aus der Theorie der quadratischen 
rmen wird das allgemeine. Bogenelement ds durch die Gleichung 
ds* = ^arffdxrdxa (r, « = 1, 2, . . . «) 

Snirt, wo die a beliebige Functionen der x sind, jedoch so 
iscbaffen, dass ds* fUr reelle dx niemals negativ wird. Hieran 
hliesst sich die Definition des Winkels, welchen zwei solche allge- 
eine Bogenelemente mit einander bilden, sowie die Erklärung 
BS dem Gebiete der x angehörigen unendlich kleinen Elementes. 
iese Definitionen sind so gewählt, dass sie fftr w = 3 mit den ent- 
irechenden der Raumgeometrie zusammenfallen. Der Ausdruck 

rs OXr C/Xs 

eisst dann der Differential-Parameter erster Ordnung; die A sind 
ie Co^fficienten der zu ds^ reciproken quadratischen Form. Sub- 
dtuirt man statt der x neue Variable y^ so wird: 

ds* = i:br.dyrdya J,U = SBrs^ 1^, 

ro die b und B in derselben Beziehung stehen, wie die a und A. 
>er Ausdruck 

* OXr OXs 

eisst der Zwischenparameter von U und V, besitzt noch dieselbe 
Eigenschaft wie J^ U und lässt sich auch in der Form 

^dU dV , 

dXr 'd^r '''''''' 

abreiben, wo dann die x beliebige Functionen der unabhängigen 
eränderlichen sein können. Ferner erweitert der Verfasser den 
;egriff eines Systems von Orthogonalflächen, sowie der geodäti- 
3hen Linie für den Fall von n Dimensionen und zeigt, dass die 
Btegrale der bei dem letzteren Problem auftretenden Differential- 
leiehungen sich in die Hamilton -Jakobi'sche kanonische Form 
ringen lassen. 

Der Differentialparameter zweiter Ordnung hat die Form 



o- 



dXr 

lud a die aus den a^« gebildete Determinante bedeutet. 

Forlschr. 'S. Math. I. 2. 14 
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Die Herleitung von J^ U aus J^ U geschieht durch denselben 
Kunstgriff, nämlich Variation eines bestimmten Integrals^ durd 
welchen Jakobi das Gleiche für die Lamä'sdien J^ U und J^ U 
geleistet hat. Der nächste Abschnitt behandelt einige Fälle einer 
«-fachen Integration und führt zu der Formel 

deren Analogen aus der Wärmelehre bekannt isL dsn ist das 
Element des Gebietes der x^y x^ ... Xn^ dS^^^i das Element der 
Begrenzung dieses Gebietes, und du das Bogenelement, wekhfli 
mit allen in S„-i liegenden Bogenelementen einen rechten Winkel | 
im weitern Sinne einschliesst. Als Anwendung hiervon wird 
endlieh eine schon von G. Neumann behandelte VeraligemeinmEVf 
des Green'schen Theorems gegeben, allerdiaags mit 4or 
kung, dass ds' = 2dxr, nämlich die Formel: 

wo C eine numerische, von n abhängige Conrtante, 

r : 

und Ua den Werth des £7 für «^ = «r bedeutet B. 

Julius Plücker. Neue Geometrie des Raumes gegründet 
auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement. ; 
Zwei Abtheilungen in einem Bande. I. Abth. 1868 mit 
einem Vorwort von A. Clebsch. IL Abth. 1869, hä> 
ausgegeben von F. Klein. Leipzig, Teubner. 

Eine Beihe früherer Arbeiten Plückers (cf. Trans, of Lwidei 
1865. 725, übersetzt in Liouville J. (2). XI. — Proc. of Loodon 
1865. — Mondes 1867. 79. — Briöschi Ann. (2). !. 160) bflta 
die Grundlage dieses grösseren Werkes, das die GesamnAeit 
der Forschungen Plückers über die von ihm in die Oeometrie 
eingeführten Liniengebilde der OeflFentlichkeit übeirgiebt Ausser 
den bereits genannten Arbeiten enthält das vorliegende Werk 
zum grössten Theil !N eues and bisher Ungedruoktes. Der DnMk 
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des Werkes begann noch bei Lebzeiten des grossen Geometers 
md der der ersten Abtheiinng (der von einer Vorrede von A. 
Clebficli begleitet ist) wurde noch/ unter seiner Aufsieht vollendet 
Die zweite Abtheilung, fllr welche nur geringes Material in dem 
Plücker'schen Manuscript vorhanden war, ist von Herrn F. Klein, 
der durch Plücker selbst mit dessen Absichten bekannt gemacht 
war, in Plttekers Oeist zu Ende geführt, und an einigen Stellen, 
soweit nöthig, ergänzt worden. 

Die gerade Linie, welche in den vorliegenden Untersuchun- 
gen als das Element sämmtlicher räumlichen Gebilde betrachtet 
wird, kann erstens als geometrischer Ort von Punkten, als Strahl, 
und zweitens als geometrischer Ort der Durchschnitte von Ebenen, 
als Axe, aufgefasst werden. Im ersten Falle ist sie bestimmt 
doffch ihre Projectibnen auf die Goordinatenebenen, im zweiten 
dnrch ihre Durchschnittspunkte mit den Goordinatenebenen. Sind 
die Gleichungen der Projectionen der Geraden auf die xz- und 
auf die ^is- Ebene beziehungsweise: x^rz + g, yr^sz + a, also 
die auf die ary -Ebene : ry — «a? = ra — «^ = 17, so wird ein ge- 
gebener Strahl durch die fünf Grössen r, s, g, a, fj bestimmt, und 
desshalb werden diese fünf Grössen Strahlencoordinaten ge- 
nannt, wobei freilieh zu beachten ist, dass zwischen den Coor- 
dinaten die Relation: ra--8Q=:i] besteht. Bepräsentirt 

to + tty + CÄ + 1 = 

die Gleichung einer Ebene in Punkt -Coordinaten, so wird eine 
bestimmte Ebene von der Grösse der Gonstanten i, u, d abhängig 
sein, und man kann daher t, u, f> die Goordinaten der Ebene oder 
Plancoordinaten nennen. Die Gleichungen: *=po+7r,ti=gf?+x 
repräsentiren dann einzeln genommen Punkte, beziehungsweise 
in den xz- un^ ya-Ebenen, beide zugleich also die Gerade, welche 
die beiden Punkte verbindet. Eliminirt man v, so giebt 

km Dnrebschnittspunkt der Geraden mit der xy -Ebene. Die 
^xe, in der sieh die Ebenen tx+uy-^a+l^O schneiden, wird 
lOfflit durch die fünf Grössen: p, q, n, x, w dargestellt; diese 
Grössen heksen Axencoordinaten; zwischen ihnen besteht die 
Nation: px—^n = w. Die Goordinatenbestimmung kann in 

14* 
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jedem der beiden Fälle in Beziehung auf die Goordinatenaxen 
symmetrisch werden, wenn man den Strahl durch einen gegebenei 
Punkt {x*, y\ a') und die Axe durch eine gegebene Ebene («', «', i/) 
gehen lässt. Dann erhält man statt der fänf Coordinaten den» 
sechs, nämlich: 

Jtf rzrrr'Ä — a;a', N = xy^--afy 
und: 

8 = flu'— u% ü» = <'o — tff, 5« = fw'— i% Ji = i^t, 

« 

Die Bedingungsgleichungen lauten dann beziehungsweise: 

XL+rj»f+ZiV = und X8 + ?)Ü»+35R = 0. 
Dividirt man fünf dieser Goordinaten durch die sechste, dam 
kommt man zu den zuerst angegebenen fünf Goordinaten zarfidt 
Die Besultate behalten ihre Gültigkeit, wenn Strahl und Axe 
durch imaginäre Bestimmungsstücke gegeben sind. 

Bildet man aus den Strahlen- oder Äxencoordinaten {x—sit^ 
eine homogene Gleichung n*^" Grades, so stellt diese Gleichoii; 
einen Liniencomplex n^^" Grades dar, d.h. die Gesammtbei 
der geraden Linien, deren Goordinaten die Gleichung befriedigeäi' 
Ein solcher Gomplex gestattet stets eine doppelte Darstellang, js 
nachdem man die Linien, die ihn bilden, als Strahlen oderik 
Axen auffasst. Die Linien eines Complexes «*^" Grades, welch 
durch einen Punkt des Baumes gehen, bilden eine Kegelflüd* 
w*^'' Ordnung, die Linien eines Complexes n*®" Grades, welche ii 
einer Ebene liegen, hüllen eine Curve «*^' Klasse ein. Jete 
dieser Sätze ist die Folge des andern, jeder kann auch alsD^ 
finition eines Complexes w*^" Grades genommen werden. 

Die zusammenfallenden Linien zweier Complexe bilden eiw 
Congruenz. Ihre Goordinaten befriedigen gleich^ieitig die GW: 
chungen beider Complexe. Ist deren Grad beziehungsweifle * 
und tiy dann gehen durch jeden Punkt des Raumes mn gerade 
Linien der Congruenz, die Durchschnittslinien zweier Kegel der 
m*^" und n*^" Ordnung, und in jeder Ebene liegen m.n gende 
Linien der Congruenz, die gemeinschaftlichen Tangenten zwdtf 
Curven der m*^" und «**"'' Klasse. Bezeichnen ß« = 0, lÖ, = ^ 
Gleichungen der beiden Complexe in Strahlen- und 0m=O^ ^•=^ 
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Q Axencoordinaten, dann gehören die Linien der Oongruenz nn- 
mdlich vielen Gomplexen an, deren Gleichung in Strahlencoor* 
finaten: Si^+fiSi^ = o und in Axencoordinaten: 0»+fi0«=O 
kkj wenn /i einen unbestimmten Goef&cienten bezeichnet. Solche 
Oomplexe bilden eine zweigliedrige Gruppe von Gomplexen. Die 
zagammenfallenden Linien dreier Gomplexe, deren Goordinatenalso 
ife drei Gleichungen der Gomplexe gleichzeitig befriedigen, bilden 
dne Strahlen- oder eine Axenfläche, die analog den früheren 
Bezeichnungen beziehungsweise durch: ß«+/Mß»-f-i"^'«ß^==0 und 
urch 0m+f*^H+fi'^g = bezeichnet werden. Vier Gomplexe 
aben nur eine endliche Anzahl von Linien gemein, denn durch die 
Complexgleichungen und die Gleichung tj ^ra — sg beziehungs- 
reise (o = px'^qn werden die fünf Goordinaten in endlicher 
Teise bestimmt Weitere Verallgemeinerungen sind aber doch 
och angebahnt Betrachtet man nämlicll unter den sechs Strahlen- 
oordinaten (nicht wie bisher vier) sondern fttnf als unabhängig, 
[> dass zwischen ihnen nur noch die Bedingungsgleichung 

XL + YM+ZN = 

esteht, dann sind die früheren sechs die Goordinaten einer Eraft^ 
reiche in der Richtung des Strahles, mit einer bestimmten Inten- 
itftt (das ist die ftofte unabhängige Goordinate) wirkt. X, Y,Z sind 

bnn die Projectionen der'Kraft, dargestellt durch: Ä=]/X'+F'+Z*, 
tf die Goordinatenaxen und L, M, N die doppelten Drehungs- 
Knnente dieser Kraft in Beziehung auf dieselben Axen. Nicht 
omogene Gleichungen zwischen den sechs Goordinaten einer 
ü^ fahren zu Eräftecomplexen. Betfachtet man unter den 
eehs Axencoordinaten fünf als unabhängig, so dass also nur die 
telation: I8 + gaK+39? = bestehen bleibt, dann stellen sie 
ine andere Art von Kraft dar, die eine Rotation hervorbringt, 
dass also die sechs Axencoordinaten die Goordinaten einer 
iotation sind, wenn ftlnf von ihnen unabhängig sind. Nicht 
omogene Gleichungen zwischen diesen Goordinaten stellen Ro- 
itionsx^omplexe dar. Es bezeichne der Ausdruck Dyname 
ie Ursache einer beliebigen Bewegung eines starren Systems. 
a sich nun beliebig viele Kräfte und Rotationen, welche gleich- 
ntig wirken, immer auf zwei Kräfte und zwei Rotationen, 
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und zwar auf unendlicli viele Weisen znrückAihren lassen, so 
kann eine Dyname doppelt dargestellt werden, ein Mal dnrek 
zwei Kräfte, ein anderes Mal durch zwei Botationen. h 
werden daher sowohl die sechs Strahlen- als auch die sedi 
Axencoordinaten , wenn sie sämmtlich unabhängig sind, eiia 
Dyname bestimmen. In analoger Weise, wie ein Linienoeni- 
plex einer zweifachen Darstellung durch Strahlen- und Axeno»* 
ordinaten fähig war, ist auch ein Dynamencomplex einer soloba 
doppelten Darstellung unterworfen; allgemeine GleiehoBga 
zwischen den sechs unabhängigen Coordinaten geben einen D^ 
namencomplex. 

In dem vorliegenden Bande sind die Complexe des enta 
(lineare Complexe) und die zweiten Grades behandelt 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen unendlieh viet genA 
Linien eines linearen G^mplexes, welche sämmtUeh in du 
durch den Funkt gehenden Ebene liegen, und umgdebit, ■ 
jeder Ebene liegen unendlich viele Gerade des linearen Complexfl^ 
welche sich sämmtlich in einem Punkte der Ebene schneideii 
Punkt und Ebene entsprechen einander. Die entsprechenden 
Ebenen zweier Punkte, P und P', schneiden einander in d* 
Geraden (pp') , die entsprechenden Ebenen zweier Punkt« d 
(pp') schneiden sich in der Geraden (PF), die Beziehung *• 
Geraden {pp') und (PP') ist also eine gegenseitige, die Qen4* 
heissen conj ugirte Polaren des Complexes. Hieraus folgt: Wiii 
eine Gerade im' Räume, als Strahl betrachtet, von einem Ftfi^ 
durchlaufen, dann dreht sich die entsprechende Ebene um oii 
Axe, und umgekehrt. Jede Gerade, welche zwei eoii|.ugirte Foku* 
eines Complexes schneidet, ist eine Linie des GoD[ipleie& Si 
linearer Gomplex ist durch ftinf seiner Geraden bestimmt, ^ 
auch durch zwei conjugirte Polaren und eine Linie des Gomplextf' 
Sind nun fünf gerade Linien zur Construction gegetMiB, so eoft* 
struire man diejenigen beiden Geraden, wekhe vier der gegebeM^ 
fetnf gleichzeitig schneiden (reell oder imagia&r). IHme bata 
Geraden sind zwei conjugirte Polaren. Jede Grade,. weldiefB 
sebneidet, ist eine Linie des Complexes. Wählt man dann inM 
andere vier der fünf gegebenen aus und verfährt äMleg, dafli 
erhält man immer neue Linien des Complexes. 
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Vcfschiebt mim eine Ebene im Baume parallel mit sich selbst, 
dann rückt ilir entsprechende Funkt auf einer Geraden fort, die 
oaabhfiii^gig^ ist yoit der Richtung der Ebene; nennt man diese 
linie Durehmesser, so folgt, dass sämmtliche Durchmesser, 
emes fioearen Complexes einander parallel sind. Deijenige Dnrcb^ 
mcisae, der a«f einer zugehörenden Ebene senkrecht steht, heisst 
Axe, und die zugehörigen Ebenen heissen Hauptschnitte des 
Cemplexes. Efai linearer Complex bleibt ungeändert, wenn er 
parallel mit seiner Axe verschoben oder um dieselbe gedreht wird. 
Nimmt man die Axe des Complexes als eine Goordinatenaxe an, sind 
die beiden anderm Goordinatenaxen also in einem Hauptschnitte ge- 
legen, dann rereinfaeht sich die GletdiuBg des Complexes und geht 
ttber m: N-^itZ =zO^ worin x eine Constamte, den Parameter 
des Obmpleze 8, bezeichnet. Aus dieser Gleichungsform folgt un- 
nottelbar^ dass das Yerhältniss der Projeetion einer Kraft (die in 
der Btrittuug einer Complexlinie wirkt) auf die Axe des Complexes 
zum Momient dieser Kraft; in Beziehung auf dieselbe Axe eonstant, 
glendi den Parameter des Complexes ist. 

Die Comjritexe ersten Grades zerfallen wesentlich in zwei 
Arten, je nach dem Vorzeichen des Parameters. Ein Complex 
ersten Grades lässt sich nämlich betrachten als die Gesammtiieit 
ißt Tangenten tob Schraubenlinien, welche auf BotationscyUndem 
besehrieben snid, deren Axen mit der Axe des Complexes zu* 
sanmenfaUen. Je nachdem nun x positiv oder negativ ist, sind 
die Schraubenlinien rechts- oder linksgewunden, und weil nun 
fihr densdben Complex die Schraubenlinien gleichgewunden sind, 
kd&nen auch die Complexe in rechts- und linksgewundene unter^ 
sckieden werdien. Zwischen beiden Hegt als UebergangsfaU der, 
Hl dem die Axe des Complexes von aUen seinen Linien ge- 
Mhsitten wird 

Hieran schliessen sich die Untersuchungen tlher die Conr 
graenzen zweier linearen Complexe, Unien-Congruenzen genannt. 
Durch jeden Punkt des Baumes geht nur eine Gerade, die in der 
CoBgniens dem Punkte entspricht, und in jeder Ebene liegt nur 
eine Gerade, welche in der Congruenz der Ebene entspridii 
Eine jede dieser beiden Relationen ist die nothwendige Folge der 
andern, jede kann als Definition einer Limen^^Oongruenz genommen 
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werden. Unter den Gomplexen einer zweigliedrigen Gruppe gieli 
es stets zwei so beschaffene, dass ihre Linien eine feste Linie - 
Axe der Congruenz — schneiden. Die beiden Axen dieser 
.Gomplexe heissen Directricen der Gongrnenz; siesindflr 
die Congruenz wichtig , weil alle Linien einer Congmenz die 
Directricen schneiden. Vier gegebene Gerade sind zur Bestimmm; 
einer Congruenz nothwendig und hinreichend. Denn eioejele 
beliebig angenommene fünfte Gerade bestimmt einen Compki 
der Congruenz und somit die Congruenz selbst Besondere Goi- 
gruenzen erhält man durch besondere Lagen der Directricen. 

Die Untersuchung der Congruenzen dreier Complexe fM 
zur Eenntniss der Flächen zweiter Ordnung und Klasse, alie; 
wenn nur reelle Linien betrachtet werden , zur Eenntniss dei 
einschaligen Hyperboloids und des hyperbolischen Paraboloidsdi 
Grenzfall. Diese beiden Flächen sind somit reelle Linienflilekei. 
Durch Benutzung imaginärer Linien erhält man als imaginlb« 
Linienflächen das zweischalige Hyperboloid und das EDipsoii 

Die übrigen Untersuchungen sind den Complexen zwdiap' 
Grades gewidmet. Die allgemeine Gomplexgleichnng stdttii 
Strahlencoordiuaten , wenn man x'j t^, s' als Goordinaten eiMp^ 
festen Punktes ansieht, die Gleichung einer Kegelfläche sweilerft 
Ordnung dar, — sie enthält die Linien des Gomplexes, die doitl 
den Punkt gehen, — und in Axen -Goordinaten eine Goni 
zweiter Classe, wenn man f, u\ t?' auf eine feste Ebene bezieh . ^ 
sie wird Ton den in der Ebene liegenden Linien des Gos- 
plexes umhtQlt. Diese Curven werden Gomplex-Guryen ^ 
nannt; bewegt sich die Ebene, in der die Oomplex-Gur?elie|^|i 
dann beschreibt die Curve eine Fläche, Gomplexfläche genaoit 
Unter den Complexflächen sind besonders zu nennen die Aeqnir 
torialflächen und Meridianflächen. Sie entstehen, wenn die EbeM 
parallel mit sich selbst fortrückt^ beziehnngsweiBe sich um eine 
feste Axe dreht. Im ersteren Falle heissen die einzelnen Corvei 
Breitecurven, im letzteren Meridiancurven. Meridian- vb' 
Aequatorialflächen sind von der vierten Ordnung. Sie köon^ 
auch als von Complexkegeln umhüllt aufgefasst werden, und V9!& 
die Meridianflächen von wirklichen Kegeln, die Aeqnatorialfläeto 
von Gylindern. Dann zeigt es sich, dass Meridian- und Äecpir 
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ialflächen auch Flächen vierter Classe sind. Daran schliessen 
ih dann Untersuchungen über die Doppellinien, Doppelpunkte 
d Doppelebenen der Complexflächen. 

In der nun folgenden zweiten Abtheilung des Werkes finden 
6 Complexe zweiten Grades eine eingehende Erörterung. Zu- 
.cfast wird die allgemeine Gleichung der Complexe des zweiten 
rades discutirt, daran schliesst sich eine Classification der hier- 
>rgehörenden Flächen und eine besondere Untersuchung der 
äquatorialflächen. Letztere sollen als Beispiel zeigen, wie fördernd 
e Theorie der Complexe zweiten Grades für die geometrische 
Dschauung ist, um die so vielgestaltigen Flächen der Complexe 
weiten Grades zu bewältigen. T. 

jLiüs Plücker. Theorie g^n^rale des surfaces r^gl^es, 
leur Classification et leur construction. Brioschi Ann. 

(2). L 160-169. 

Die vorliegende Arbeit ist eine von den speciellen Arbeiten 
Itckers, welche die Grundlage des eben besprochenen Werkes 
Iden. Sie betrifft die Classification und Construction der Linien- 
Ichen, und behandelt unter diesen ausführlicher diejenigen, 
alehe durch einen Complex w*^" Grades und zwei lineare Com- 
Bxe gebildet sind, wobei der specielle Werth « =: 2 besonders 
rtlcksichtigt wird. T. 

Battaglini. Intorno ai sistemi di rette di primo 

grado. Battagl. G. VI. 24-37. 

Battaglini. Intorno ai sistemi di rette di secondo 

grado. Battagl. G. VI. 239-259. 

Battaglini. Intorno ai sistemi di rette di grado 

qualunque. Rend. di Napoli Vll. 174 u. 175. 

Murin. Th^or^mes relatifs k la thöorie des surfaces. 

C. B. LXVL 741-743. 

Folgende Sätze werden ohne Beweis mitgetheilt : 
Die Variation des Winkels V zwischen zwei sich schneidenden 
Kchen längs der Schnittlinie s ist die Summe der geodätischen 
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Tomonen dr, dt', einzeln bezüglich auf £e eine und andere 
FUche. Da 

dt = |(_— _)gin2aö«, 

wo ß|, R^ die Hauptkrümmungsradien, a den Winket zwiseheo 
ds und der Haaptkrümmungsriebtnng bezeichnet, so hat man 
hiernach : 

Ißt V constant, so wird 



sin 2a' _ Ä, 
8in2a "" 1 


1 


Ä'. 


ä; 


^ t fl * -r 


• • 



Hieraus folgt ftr a = oder — der Joachimsthal'sehe Satz 

Flächen, die sich gegenseitig längs ihrer Erflmmungslinie schneiden. 

Die Polarfiäche der Linie s, als Erfimmangsfinie eines Flaches- 
Systems gedacht, ist der Ort aller HauptkrümmungsnuttelptmUei 
Jedem Punkte auf s entspricht eine erzengende Linie der PoIaRi 
Jede ihrer geodätischen Linien oder jede Evolute von « ist dar 
Ort der HauptkrOmmungsmittelpunkte fllr eine Fläche des System 
Der Ort der Erümmungsmittelpunkte von s oder £e Grafünie der 
Polare ist der Ort der Hauptkrümmungsmitteipunkte der yersciu^ 
denen Flächen für eine jede in dem Punkte, wo die Exfimmiiogi' eI 
linie eine ihrer geodätischen Linien osculirt Der Winkel, unte^ ^ 
dem sich zwei der Flächen schneiden, ist die Differens der Winkll t 
zwischen einer Erzeugenden der Polare und den beiden ilmeB ent- fit 
sprechenden geodätischen Linien. 

Der Winkel zwischen einer Fläche und der SehnoegongsebeBe 
einer darauf befindlichen Gurve yariirt um 

wo de die Torsion der Gurye bezeichnet. Fttr geodfttisdie GorreOi 
wo dV = ist, bestimmt sieh hierdurch dv. 

Die Torsion einer ErQmmungsIinie Yariirt wie der TTnikel 
zwischen ihrer Schmiegungsebene und der FlSohe. 
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Auf jedem d[)eB6n Sebnitt einer Fläche variirt die geodätische 
Torsion wie der Winkel zwischen Fläche und Ebene. Nach de& 
Sätzen von Euter und Meusnier folgt hieraus, dass, wenn r der 
Krümmungsradius des ebenen Schnitts ist, 

(dV\^ _( 1 sinF y sinF 1_\ 

FQr den Schnitt einer beliebigen Fläche hat man nur F— d statt 
Fzu setzen. » 

Der üeberschuss der Hauptkrümmung einer Tangentenfläcbe 
in einem Punkte der 6-ratlinie ttber deren Normalkrümmung ist 
eine dritte Proportionale zur geodätischen Torsion und zvl ihrer 
Normalkrtmmung. H. 

E. Habich. Quelques remarques sur les lignes et sur 
les surfaces r^ciproques et caustiques. inet, i seci XXXYI. 

407.408. 

Eine Linie {A) auf einer abwickelbaren Fläche schneidet die 
erzeugende Gerade in M unter einem Winkel t im Abstand r Tom 
Coincidenzpunkt 0. A, ist der KrtLmmungsradius des Normal- 

Schnitts, der {A) berührt, und — ^ der von {A) nach AbwidLclung 

der Fläche auf ihrer Tangentialebene. Dann ist 

%id £j und K die Mittelpunkte beider Erttnmrungen, so ist KK^^ 
die Polare der Linie {A). 

Verschiedene Linien {Ä\ die nach einer oder nach entgegen- 
gesetzter Seite hin denselben Winkel t bilden, heissen beziehungs- 
weise ähnlich oder reciprok. Die geodätischen Erümmungsmittel- 
punkte beider Systeme liegen auf einer Geraden, die durch 
geht; daher liegen die geraden Polaren zweier ähnlichen oder 
leciprokem Curven. in Beeug auf die Gratlinie auf einer Ebene, 
die durch geht 

Der Schnitt der Normalebene, welche zwei reciproke Linien 
(4), {A!) in entsprechenden Punkten M, M' berühren, erzeugt 
eine Abwickelbare (D), deren Tangentialebene das SttTck MM* 
in P unter rechten Winkeln halbirt. Nimmt man (4), (A') zu 
tttikaustuadwir Linien der einfallenden und reflectirtenr Strahlen, 
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SO ist (D) die Dirimante, und die Polarfläeben von (A) und (A) i^ 
sind die kaustischen Flächen derselben. 

Der Punkt P, dessen Foldistanz OP = q sei , erzeugt eise 
Linie (P), aus der (A) und (A^) mittelst der Relation 

rr' = 2/qdS'\-c = ti', 

wo ds das Element der Gratlinie bezeichnet, zu bestimmen sind. 

Hier sei u der Radius einer um beschriebenen Kogd 
(Inyersionskugel) ; dann sind (A) und (A*) bestimmt durch dei 
Schnitt einer dazu normalen Kugel um einen Punkt der Erzeu- 
genden von (D), 

Oeht die Gratlinie in einen Punkt über, so hat man: 

rr' = a' = const. 
(A) und (4') umhüllen eine Kugel, welche die Inversionskopl 
normal schneidet, und deren Mittelpunkt längs (D) fortrllekt 
Die Gleichung 

bestimmt dann eine sich selbst reciproke Linie. 

Um endlich aus der Dirimante (D) die allgemeine Oleichio; 
ihrer antikaustischen reciproken Flächen abzuleiten, sei 

die Gleichung ihrer Fusspunktsfläche (F) in Bezug auf den Fol 
0, wo & und q> die Richtungswinkel von OP gegen die »-An 
und der Winkelebene von & gegen die sx- Ebene bezdcbocr 
Dann ist 

9' = g — 00' {cos & cos &Q + sin tl?*sin &^ cos (q> — y^)} , 
wo sich 19*0, % auf einen festen Pol 0* beziehen« E 

Cayley. A memoir on the theory of reciprocal surfaces. 

Proc. of London XVII. 220 u, 221. 



GrEiSER. Sopra una quistione geometrica di massimo e 
suo estenzione ad uno spazio di n dimensione. Beoi 

d. Ist. Lomb. (2). L 778. 

E. Beltrami. Teöria fondamentale degli spazii di curva- 

tura COStante. Brioschi Ann. (2). IL 232-255. 

Der Verfasser betrachtet einen Raum von n DimensioneDt i^ 
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liebem jeder Punkt durch ein Werthsystem • der n Variabein 
y x^^ . . . Xn definirt ist. Ist x eine neue Variable, und 

x^+x]+xl-\ \-xi = a% 

> drückt ds = j^)[d^±E±M±E±M^ (wo R und a Con- 

X ' ^ 

anten) das Linearelement oder die Entfernung zweier unendlich 
ihen Funkte dieses Raumes aus. Die geodätischen Linien dieses 
aumes genügen der Gleichung: 

gr ydx'+dx]+''. + dxi ^Q 
«/ X 

it der Bedingung : x8x-{'X^8x^-\- '•*-{' x» Sxn = 0. Hieraus leitet 
3r Verfasser her: 

«5, = 6i Xn+h\ ; a?, = 6j Xn+ 6, ; ... a?«_i = 6ii-ia'n+ ^Li* 
Iso werden die geodätischen Linien des betrachteten Raumes 
urch (n — 1 ) lineare Gleichungen unter den n Coordinaten 
i , o;, , ... Xn dargestellt. Es folgt dann der Ausdruck für die 
Snge eines geodätischen Bogens. Sind die Variabein a?, , a?,, . . . a?« 
od die Gonstanten R, a reell, so ist die Grenze dieses Raumes 
LH Raum von («—1) Dimensionen, der durch die Gleichung 
^ + a:J + ...-[- a;2 = a' gegeben ist. Innerhalb dieser Grenze ist 
er erste Raum stetig und einfach zusammenhängend. Es folgen 
nn Betrachtungen Über die Winkel solcher geodätischen Linien 
Ad über die Transformation der Coordinaten. Am Schlüsse 
nden sich Vergleiche mit der gewöhnlichen Geometrie und der- 
eiligen auf Flächen von constanter negativer Krümmung. 

Mz. 

^. Beltrami. Delle variabili complesse sopra una su- 

perficie qualunque. Brioschi Ann. (2). I. 329-366. 

Man kann sich eine Oberfläche definirt denken durch ihr 
neares Element dsy welches durch zwei unabhängige Variabein 

> t ausgedrückt sein mag, indem 

ds^ = £dM'+2FdMdt> + Grft)' 
Jsetzt wird. Die Coefficienten E, F, G sollen nun in dem be- 
ichteten Theile der Oberfläche so bedingt sein, dass die Curven 
^const., r = const. sich immer nur einmal schneiden. Ein 
tches Oberflächenstück mag regione ordinaria heissen; es wird 
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von einem Gurvennetz bedeckt, analog demjenigen der Pandlel- 
coordinaten in der Ebene. U 

Zerlegen wir nun ds^ in zwei conjugirte complexe Factoren 
von der Form Udu+Vdv, und charakterifliren durch d mil 
zwei verschiedene Elemente, die mit einander den Winkel i 
bilden, so ist 



USu+rSv 8t ^ 



= — ;— C 



i)l 



Udu+Vdv d$ 
Wenn also Ss = ds das um den Winkel e gedrehte Elemeii ^ 
ds bedeutet, so entsteht USu-\-V8v aus Udn+Vdc durch Mol- ii 
tiplication mit e*^ . Diese Eigenschaft entspricht der analogei d» 
Binoms x+iy^ welches einen Radiusvector in der £bene y^istellL 
Sie besteht auch noch , wenn Udu -f- Vdv mit einer Function f 
der Variabein u, v multiplicirt wird; und wenn 

K{Udu+Vdo):=zdtD 
ist, so gilt dasselbe von der durch Integration zu erhaltendes 
Variable w. Aus diesem Grunde müsste f tir die Anwendung der " 
Theorie der complexen Variabein auf das Studium der Ober- 
flächen nicht das Binom u + iv, sondern vielmehr die VerSndff- 
liche to als die complexe Variable gewählt werden. Nun M 
sich zwar ir im Allgemeinen nicht explicit darstellen , abertf 
lassen sich doch gewisse Eigenschaften der Functionen von • 

auch a priori angeben. Soll nämlich f(u, v) eine Function v« |lu 

du 
fo, also ihre Ableitung nach to unabhängig von ^ fiein« so midi 

die Bedingung ■* 

dv du 

erfüllt sein. Setzt man nun f=(f'\-ixfß, und fiihrt diesen Aus- 
druck in die obige Gleichung ein, so erhält man zwei neue Be- 
lationen, aus denen hervorgeht, dass die Curven y «= const und 
^='Const. orthogonal und isometrisch sind, d. b. dasB m^ 
Oberfläche in unendlich kleine Quadrate fheilen. IMe Fonetiontt 
/*(«?) werden Functionen des Binoms u+ie, wenn £ = 6 und 
F = ist ; dies sind aber die charaeteristischen BedingimgeB fb 
die isometrischen Ooordinaten. Also nur für solche Coerdinttt^a 
u, f) gelten in Bezug auf eine beliebige Oberfläche -die ESg^ 
Schäften, welche in Bezug auf die E3>ene und cUe recktwiiddigeB 
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oordifiaten Xy y der Functionen der complexen Variable x-^iy 
ikommen. 

Bezeichnen wir isometrische Coordinaten durch p, q, so er- 
&lt der Ausdruck für das Bogenelement die Form 

MiTch eine eigenthtmliche Anwendung der Geometrie des U&- 
Qdliehkleinen gelangt der Verfasser zu folgendem Theorem über 
i^e Goardinaten : Setzt man das Binom p-f ig= einer beliebigen 
"iwiction F von n+e^, wo u, e veränderliche Parameter und A 
ne reelle Gonstante bedeuten, so erhält man zwei Systeme von 
Iwen u^isowA.^ o=oonst., die sich unter dem Winkel X schneiden^ 

>€r Fall A = — giebt einen bekannten Satz von Gauss. Die Curven 

= const. sind (für jede Function F) unabhängig von X. 
Nehmen wir an, die Coordinaten p, q einer Curve auf einer 
>1)6rfläche seien als Functionen eines Parameters u gegeben, und 
reellen wir auf dieser Curve vom Punkte p^j q^ zum Punkte p«, j„ 
lurch n Incremente Ju, so gilt die symbolische Formel 

p« + iqn = (1 + ^y (Po + tgo)- 
^*^en wir aber jedes Bogenelement um den Winkel X und ver- 
*Biden dann die Endpnnkte der Elemente zu einer neuen Curve, 
^ haben wir für 4)e Coordinaten p^ , q^ dieser Curve 

^Äd wenn wir mit derselben Construction fortfahren, fllr die rf* 

Qurve p«+i?» =(l+«*^-^)"(Po + «9o)' I®* ^ ^^^ rechter Winkel, 
io ist l + izi statt 1 + e^J zu schreiben. Man könnte daher J 
lis das Symbol der direeten und reellen Differentiation, iJ als 
3a8 Symbol der orthogonalen, imaginären, und e^^d als das- 
lenige der sclndfen, complexen IMfferentiation bezeichnen. Diese 
eteteren Differentiationen finden statt längs Systemen von Iso- 
hermen. Der Verfasser eriäutert die Sätze über die isometrischen 
{«"vensätze an •einem Beispiel. 

Bezeieiinen wir nun mit q>, %p zwei Functionen der Variabein 
, ©, mit ^/, den Differentialparameter zweiter Ordnung (d^ hier 
ocb von 4en Coeffioienften Ey F, 6 abhängt), mit d& das Element 
bi66 Sttleks 4er Oberfläche, mit ds das Element der Grenzlime 
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dieses Stücks, und mit dn das Element der inneren Normale der / 
Grenzcurve, so beweist H. Beltrami die Gleichung 

deren Analogie mit einem bekannten Theorem der Geometrie 
Raumes in die Augen springt. Wird tp ftlr einen Punkt im Innen 
des Flächenstücks unendlich, so kommt rechts. 2 fi 9>o statt Nulir 

Sei wieder K der Factor, durch den das Binom üdu+fit 
in ein vollständiges Differential verwandelt wird, so lässt sidi 
J^logK durch die Coefficienten £y F, G ausdrücken, und wenn 
wir mit k den Modul der Grösse K bezeichnen, so ist i^^logi 
einfach gleich dem Ausdruck, den Liouville ftlr das Krttmmungi' 
maas gegeben hat Für die curvatura integra findet man alsdam 
den Ausdruck 

/y^d«. J.logÄ = ^yd*. -^^1^ = 2«— T, 

wo T die Summe der Gontingenzwinkel , längs der Grenzend' 
genommen, bedeutet. Der Verfasser giebt schliesslich noch andere 
Transformationen desselben Integrals. B. 

D. CoDAzzi, SuUe coordinate curvilinee d'una superfici 

6 dello spazio. Brioschi Ann. (2). I. 293-316. IL 101-119. W-^ 

Die Arbeit im ganzen ist eine Erweiterung der von 
in seinen „Legons sur les coordonn^es curvilignes et leurs diversen 
applications^^ gegebenen Theorie der orthogonalen krummliniges 
Goordinaten durch Einführung von Coordinaten in gleichem Sinne, 
aber unter beliebigen Winkeln. Jeder Punkt wird auch hier durek 
den Schnitt dreier Flächen bestimmt, deren jede mit einem Farft- 
meter variirt, und die Parameter bilden die Goordinaten. 

Im ersten Theil der ersten Abhandlung werden die partiellea 
Derivaten der Parameter und der Winkel zwischen den Tangenten 
der Fiächenschnitte in Bezug auf rechtwinklige gradlinige Co<Mt- 
dinaten zurückgeführt auf Derivaten nach den Parametern. Der 
zweite Theil enthält eine Anwendung auf ein Problem der WSnne- 
leitung. 

Im ersten Theil der zweiten Abhandlung werden Belationei 
entwickelt zwischen den ßichtungscosinns der drei FlSchennitf^ 
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malen, der drei Tangenten, Hauptnormalen und Krümmungsaxen 
der Schnittlinien. Der zweite Theil betrachtet eine der Flächen 
besonders, und handelt von den Winkeln zwischen den genannten 
Geraden. 

Der erste Theil der dritten Abhandlung führt die erhaltenen 
Formeln auf 3 Grössen^ insbesondere die Hauptkrümmungen and 
den Winkel zwischen Schnittlinie und Hauptkrümmungsrichtung 
zurück, und beschränkt sich auf eine Fläche. Der zweite bringt 
diese Grössen ftlr alle drei Flächen mit einander in Verbindung. 

H. 

P. Brioschi, Sulla teoria delle coordinate curvilinee. 

Brioschi Ann. (2). I. 1-22. 

Der Verfasser bezeichnet die Schrift als Versuch einer Be- 
gründung der Flächentheorie unter Annahme zweier Parameter 
als Functionen irgend welcher Linien auf der Fläche ohne vor- 
gängige Normirung von deren Bedeutung, indem er diese für die 
einzelnen Probleme offen lassen will. Da dieses Unternehmen 
keineswegs neu ist, so hätte man wohl eine Abgrenzung gegen 
das Bekannte, so wie nähere Bestimmungen über das Ziel seiner 
Einführungen und Transformationen erwarten können. Es mag 
nur erwähnt werden, dass sich als Anwendung der Theorie einige 
bekannte Sätze über Flächen von constanter Summe der Haupt- 
krttmmungsradien und über kleinste Flächen ergeben, die hiermit 
auf einem etwas abweichenden Wege gewonnen werden. 

H. 

-AoüST. Theorie des coordonn^es ctarvilignes qxielconques. 

Brioschi Ann. (2). I. 39-64. 

/i fi7 f% seien drei gegebene Functionen der rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z, und p, q^ , p, drei Parameter, dann stellen, wenn 
äie Parameter variiren, die Gleichungen /*(a?,y,»)=p, /*, ==Q^,f^—Q^ 
drei Familien krummer Flächen dar; der Durchschnitt von ff^ 
liefere die Curvenschaar a,, //", die Schaar o^, fj^ die Schaar 
<7. Dies Torausgeschickt ist klar, dass jeder Punkt P des Baumes 
«ds Durchschnitt der drei Flächen ffj^ betrachtet werden kann, 
Vrenn ^> p, , Q^ passende Werthe erhalten, und dass man daher 
diese Werthe p, pj, p, krummlinige Coordinaten, die drei ia j? 

Fortochr. d. Math. I. 2. 15 
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zuflammentreffenden Curven a, a^^ a, krummlinige Goordinato 
linien des Punktes P nennen kann. Lamö bat nun in seilt 
„thöorie des coordonn^es curyilignes^ den fUr die Physik so 
tigen Fall behandelt, dass die drei Flächensysteme sich r< 
winklig schneiden; Aoust untersucht in einer früheren (cf.Brioi 
Ann. (1). VI.) und in der vorliegenden Abhandlung den 
in welchem f, /*, , /*, völlig willkürlich gegeben sind. Wir wol 
im Folgenden die erste Arbeit kurz charakterisiren, weil es 
Einsicht in die reichen Resultate der zweiten unumgänglich ndi 
scheint. Schreitet man vom Punkte P zu einem unendlich 
Q, deren Coordinatenflächen die Parameter ^, q^j q^ und p-f 
Qi-\-^Qiy Qt-^-^Qt haben mögen, so schliessen diese Coordini 
flächen einen parallelepipedischen , von sechs unendlich klei 
Vierecken begrenzten Körper ein, dessen Kauten Elemente 
Curven o, a^ , a^ sind. Sind die in P zusammentreffenden K 
da, da^, da^, so gehört da^ zweien unendlich kleinen wind 
Vierecken an ; das eine liegt auf Fläche q (enthält da^ als 
das andere auf g^ (enthält Seite da). Den unendlich klei 
Winkel zwischen den an da^ liegenden Gegenseiten des Vi 
auf ^ nennt Aoust Contingenz-Winkel der Seitenkrümm 
von da^ ^nach da^^ und bezeichnet ihn mit J^^; denQuoä 

—- nennt er die Seitenkrttmmung von da, nach rfa, ( = 

Man erhält den Winkel J„ der Grösse und Lage nach, i 
man durch Punkt P der Seite da. eine Parallele zur 
zieht; die Richtung der Krümmung ergiebt sich, wenn man 
Endpunkte der gleich gemachten Schenkel verbindet Es ist 
bemerken, dass diese Krümmung von da^ auf da^ senkrecht 
und dass die Ebene des Winkels J,, die Fläche g im Allgemei 
nicht tangirt. Fasst man das zweite windschiefe Viereck 
Auge, welchem da^ angehört und welches 2 Elemente der 
als Gegenseiten enthält, so findet sich analog die Seitenk 

von da. „nach da^ 1^ = r-" Ausser diesen Seitenkrtlnuni 

aa^ -Lq, 

„courbures inclinies", welche das wesentlich Neue in der Arbeit 
Verf. bilden, zieht derselbe natürlich auch die eigentliehen KiVf i 
mungen in Betracht; ferner fasst er sämmtliche Graden, ^^^^^mi 
selben der Grösse und Richtung nach darstellen, (iiacb dem Vorf 
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m Lami) als DarstellungsliDien von Kräften auf und zerlegt 

ie nach den Bichtungen da, da^, da, in Componenten. Eadlieh 

*ojicirt Äoust Haupt- und Seitenkrümmungen, welche auf einem 

lemente senkrecht stehen, auf die beiden Flächen q, deren 

irchschnitt jenes Element ist. Auf da z. B. stehen folgende Erttm- 

mgen senkrecht : 1) die Hauptkrümmung von da 2) die Seiten- 

iimmung von dai und da^ nach da; dieselben werden also auf 

äche ^j und q^ projicirt. Danach erscheinen jedem Punkte P des 

umes 3 Haupt-, 6 Neben -Krümmungen mit ihren Componenten 

d 18 geodätische Krümmungen zugeordnet. Alle diese Quantitä- 

1, die Winkel 6, unter denen sich die Flächen, die Winkel q), unter 

flehen sieh die Curven a, a, , er, im Punkte P schneiden, und 

re Variationen sind durch zahlreiche Relationen einfacher Form 

rbunden, deren Feststellung die erste Arbeit des Verfassers ge- 

Mien ist. Die jetzt zu besprechende Abhandlung giebt eine 

iwendung dieser Gleichungen auf die Theorie der Curven auf 

der beliebig gegebenen Fläche q^. Legt man durch die End- 

aikte Q, ft und Q-^-dQ, p,+t/(>, des Elementes ds einer beliebigen 

irve auf Fläche g^ = const. die Coordinatenlinien a und a,, so 

tsteht ein Viereck mit der Diagonale ds, den anstossenden 

aten da und da^; die Winkel zwischen ds und da, ds und da^y 

' und da^ seien (1) a, ß, rp. Aoust berechnet nun zunächst auf 

und der in Abtheilung 1 ^ aufgestellten Formeln die Componenten 

r Haupkrümmung des Elementes ds; die Seitenkrümmungen der 

K>rdinatenlinien a und a^ spielen in den betreffenden Gleichungen 

16 wichtige Bolle und bedingen ihre verhältnissmässig grosse 

nfachheit. Aus diesen Grundformeln ergiebt sich für Curve s 

it Hülfe eines bekannten Satzes (die Projection der Resultante 

f eine beliebige Grade ist gleich der Summe der Projectionen der 

>mponenten) einmal die geodätische Krümmung, dann die Pro- 

ction der Hauptkrümmung auf die Normale der Fläche g^ und 

dlich die zweite geodätische Krümmung, an deren Bedeutung 

kten erinnert werden wird. Wir theilen die Formeln, welche die 

nden letzten Punkte betreffen, und einige ihrer Consequenzen mit. 

Die Projectionen der eigentlichen Krümmungen von ds, da, da^ 

111 
af die Normale von p, seien — , — i — , die Projection der 

15* 
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Seitenkrümmung von da nach da^ = -j- (die Seitenkrümmimg' 

yon dOi nacb da liefert dieselbe Projeetion), dann ist: 

, X ds^ da* , da] , 2dada^ 



?r r r^ l 

oder gleichbedeutend: 

. siny^ _ siD/y sin»^ 2sinflg.sin/? 

^^ ITC ■" r "*" r' "*" / 

Man sieht sofort, dass — , — , -7 die Krümmungen der ebenen 

Normalschnitte bedeuten, die im Punkte P der Fläche q^ durch (b, 

da, da^ gelegt sind. Zur Bestimmung der Hauptkrttmmungshalb- 

messer tr^ und w^ der Fläche q^ ergeben sich aus (2') die Formeln: 

,^. siny' 1 1 / 1 , 1 \ . , l 1 2co8<p 

deren zahlreiche Consequenzen Verfasser in seinem Memoire sar 
la courbure des surfaces C. R. LVII entwickelt hat. Die Glei- 
chungen (2) liefern ferner die Gleichung der Indicatrix des Punktes 
P auf Pj (cf. ^Imon. Geom. d. R. p. 29), bezogen auf zwei beliebige 
Achsen; ihre Form unterscheidet sich aufs Vortheilhafteste von der 
gewöhnlichen, weil die Goefficienten der Variablen sämmtlich 
eine geometrische Bedeutung haben. Zu den bekannten Sätzen 
treten damit die folgenden neuen : „Fallen da und da^ in die 
Richtung zweier conjugirten Durchmesser der Indicatrix, dann ist 
die Normal-Projection der Seitenkrümmung des einen Elementes 
in Bezug auf das andre NulP', und „bertthren die Elemente io 
und da^ die Hauptachsen der Indicatrix, so ist ihre zweite geo- 
dätische Krümmung Null". Diese von 0. Bonnet eingeführte zweite 
geodätische Krümmung ist nicht mit der in der Einleitung erwähn- 
ten zweiten geodätischen Seitenkrümmnng zu verwechseln. Man 
erhält erstere auf folgende Weise. Von den Endpunkten des be- 
trachteten Elementes ds werden die Normalen der Fläche q^ gezo- 
gen, durch ds und eine derselben wird eine Ebene gelegt. Der Win- 
kel dieser Ebene mit der andern Normale, dividirt durch ds, g^ebt 
die zweite geodätische Krümmung (cf. Salmon. p. 157. 158). ZürB^ 

Stimmung der zweiten geodätischen Krümmung -pr einer beliebi- 
gen auf das Goordinatensystem a und a^ bezogenen Curye $ ergiebt 
sich die Gleichung: 
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(5) -f- = sin/9'(-y. ^) 



. ^/l 1 \ . ,/l C0B€P\ 



1 



and hieraus folgt für die zweite geodätische Er&mmang — des 

Elementes da, indem « =0, ß= ^ wird: 

,_,. 1 cosflp , sinop 

(50 T = -r-+ r • 

Die Formeln (2) und (5) können dazu dienen, die Gleichungen 

f(gQ.)=0 von Curven zu bestimmen, fttr welche irgend eine der 

11. 
erwähnten Krümmungen — oder -= einem gegebenen Gesetze 

folgt. Da die Wahl des Coordinatensystems q, p, oder a, a^ aber 
in keiner Weise beschränkt ist, so kann in jedem Falle das der 
Frage angemessenste gewählt werden. Die Einführung der Seiten- 
krümmung hat den grössten Einfluss auf die Einfachheit der Dif- 
ferentialgleichung, auf die man geführt wird, weil die Goefficienten 
derselben eine einfache, geometrisch deutbare Form erhalten, 
welche leicht erlaubt, sie in jedem einzelnen Falle als Functionen 
von Q und Q^ auszudrücken. Wir führen aus der Fülle von An- 
wendungen, die.Äoust im letzten Theile seiner Abhandlung macht, 
folgendes Beispiel an. Die Krümmungslinien einer beliebigen 
Fläche Q^ sollen bestimmt werden. Da dieselben dadurch characte- 

risirt sind, dass ihre zweite geodätische Krümmung -y==0 wird, 

so erhält man ihre Differentialgleichung aus (5) ; setzt man noch 

-r^ = -j— (cf. 1), 80 ergiebt sich : 
sma da^ \ /' o 

,6, *^(4-Ä) + «.,(|_i.)_(|_Ä)^. = 0. 

In dieser Gleichung sind sämmtliche Variablen Functionen von 
f, ^, und ihren Differentialen ; sie möge hier auf das hyperbolische 
Parabploid, dann auf das Hyperboloid mit einem Fach angewendet 
werden. In beiden Fällen soll die doppelte Schaar der grad- 
linigen Generatrices das Goordinatensystem bilden. Für diesen 

Fall ist offenbar — = — = 0, und Gleichung (6) wird : 

r fi 

(6') da*-«i<rj =s 0. 
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Die Gleichung des Paraboloids sei z=:m,x.y, die erzeugencta 
Graden sind bestimmt durch die Ebenensysteme x = q, y=(,; 
das erste System liefert die Linienschaar a^ , das zweite A 
Schaar a, und man findet: 

da = dg^l+m^Q], da^ = dfj yi+m'p', 
dQ _ _^ dg, 

Das Integral dieser Gleichung ist: mp— yi+iiiy=C.(iiißj+}^l+»*f|j 
wenn C eine beliebige Constante bedeutet. 

Das einfilcherige Hyperboloid hat die Gleichung --ä+ 4« — i==li 

a o c 

die gradlinigen Erzeugenden sind bestimmt durch die Gleichnngfi 
hieraus folgt: 

i+^Pi ^ 1+ee, i+ee, 

Versteht man unter /f den Ausdruck — ,, . T , so wird 61» 
chung (6'): 

deren Integral nach Lagrange folgendes ist: 

A ist die Integrations- Constante. E. 

B. RiEMANN. lieber die Fläche vom kleinsten Inhalt b 
gegebener Begrenzung. Bearbeitet von K. Hattendoi 

Gott Abb. 1868. 

Bekanntlich liegt die grosse Schwierigkeit in der Behandln! 
der vorliegenden Aufgabe nicht in der Integration der bezf 
liehen partiellen Differentialgleichung , welche von verschieden 
Mathematikern nach den verschiedensten Methoden bewirkt i 
sondern in der erforderlichen Specialisirung des allgemein 
Resultates für den Fall, dass die Begrenzung gegeben ist, eine 
Allgemeinen noch unüberwundene Schwierigkeit, welche die P 
bleme, welche zu partiellen Differentialgleichungen führen, i 
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durchgängig trifit, und die eben nur bis zu einem gewissen Grade fSr 
die einfachsten Gleichungen dieser Art, z. B. fttr diejenige, welche 
die beiden Glieder der Functionen complexer Grössen definirt, 

.9 I rj^.9 ^f 



durch fiiemann selbst gehoben ist, indem sie auf die Theorie der 
Abbildungen zurückgeführt wird. Einige der Mathematiker, welche 
sich mit dieser Aufgabe beschäftigt haben ; geben durch Trans- 
formation der bezüglichen Gleichung in der That diese Gestalt, 
z.B. 0. Bonnet, verlassen aber. den sich daraus ergebenden 
Weg wieder, indem sie die Lösuug vom Imaginären zu befreien 
flachen, und daher die Natur der Function, welche hier in Be- 
tracht kommt, wieder verdunkeln. Riemann schlägt in dieser Ab- 
bandlung den angedeuteten Weg consequent ein. Die fragliche 
Gleichung 

a + q>'-'2pqs + Cl + p')t = 0, 
Ar die Minimalfläche, wo : 

ö»_ ^— ^P_ ^P ^ §!L-~^ i 
dx-P' ö^""*^ öS""'"' ö^-*' ö^" ' 

erleidet zunächst folgende Transformationen: sind r und 9 die Go- 

ordinaten der Abbildung der Fläche auf einer Kugel mit dem Badius 

1; Dämlich r die Polardistanz eines Punktes und q> der Winkel 

seines Meridians mit dem Anfangsmeridian, femer 

wo % zu eliminiren ist, so wird die Aufgabe zurückgeführt auf 
die Gleichungen: 

ds* = — dx-v'dx', 

WO X ^^^^ willkürliche complexe Function von tj allein, x* ^1^^ 
Kdche von V und zwar die x entsprechende coiyugirte ist. Es 
ergeben sich also s und s' durch Quadratur. 

Die Specialisirung erfordert dann, dass die Abbildung der 
Begrenzung auf der Ebene tj, d« h. der Ebene, worin die Coor- 
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dinaten eines Punktes der reelle und imaginäre Theil von ti siol, 
hergestellt wird, und Rieniann löst dieses Problem zunächst d ih 
den Fall, wo die Begrenzung nur aus graden Linien besteht, & ^ 
aber nicht vollständig einen Raum einzuschliessen braueben, m 

Als Beispiele der allgemeinen Auflösung sind dann folgende eü 
Fälle durchgeffthrt. fe 

1) Die Begrenzung besteht aus 2 sich nicht schneiden^ eB 
Geraden, 2) aus 8 Geraden, von denen 2 sich schneiden, üi 
dritte der Ebene der beiden ersten parallel ist, 3) aus 3 sich mä 
schneidenden Graden, 4) aus 4 Graden, nämlich den Kant« 
eines Tetraeders^ von denen man 2 sich nicht schneidende wegM 
Endlich sind noch 2 parallele Kreise als Begrenzung angenommeiL 

Ni. 

E. Beltrami. Memoria sulla teoria generale dei superficic 

d'area minima. Rend. d. Bologna. 1868. 71. 

D. Chelini. Della curvatura delle superficie, con metodo 

diretto ed intuitivo, Rend. di Bologna 1868. 119. — MemJ 
Bologna (2). VIII. 27. 

Man denke Bich auf einer krummen Oberfläche eine beliebi|i 
Gurve gezogen und in zwei benachbarten Punkten derselben dii 
Tangenten, sowie die Berührungsebenen an die Fläche constroiil / 
Die erste Tangente und ihre Projection auf die zweite Berührungi' 
ebene bestimmen mit der zweiten Tangente eine dreiseitige Eeke, 
oder auf einer um den Scheitel derselben beschriebenen Kupl 
ein sphärisches Dreieck, dessen Hypotenuse und eine Kathete 
die Krümmungen der gegebenen Gurve und des sie berührenden 
Normalschnittes messen. Die andre Kathete wird dann als liaass 
einer dritten Krümmung, der tangentialen oder geodätischen, an- 
gesehen. Hiervon und von dem Ausdrucke für das Bogenelement 
ds^ = Edtt' + 2Fdu dv + Gdv^ ausgehend , gelangt der Verfasset 
durch eine Reihe von Infinitesimaibetrachtungen auf einfache 
Weise dazu, die bekannten Sätze über die bei der Verbiegont 
einer Fläche unverändert bleibenden Eigenschaften abzulmteo, 
wobei die Formeln von vornherein in möglichst einfacher ubI 
zusammengezogener Gestalt erscheinen. Im letzten Abschnitte 
sind die bekannten Gesetze, nach denen sich die Krttmmmig coner 
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Fläche in der Umgebung eines Punktes ändert, entwickelt, jedoch 
ist die Behandlung mehr analytisch. Einige zum Schluss gege- 
bene Anwendungen auf das Ellipsoid enthalten folgenden wohl 
neuen Satz, welcher sich den bekannten Sätzen von Joachimsthal 
anreiht: Es seien zwei concentrische, ähnliche und ähnlichliegende 
Ellipsoide gegeben, und man construire in zwei homologen Punkten 
die Bertthrungsebenen , dann ist das Produkt aus dem Abstände 
beider in den Inhalt der von einer Ebene ausgeschnittenen Ellipse 
eonstant. B. 

D. Chelini. Teoria delle coordinate curvilinee nello 
spazio e nelle superficie. Mem. di Bologna (2). vm. 483-533. 

Siehe Abschn. Vni. Cap. 1. 

AousT. Sur la courbure des surfaces. C.RLXVii. 759-771. 

Die Arbeit enthält einige Verallgemeinerungen bekannter 
Sätze. In einem Punkte einer Fläche A schneiden sich zwei 
Normalebenen unter einem beliebigen Winkel y. Im unendlich 
kleinen Abstände ds von Ä variirt ein Punkt A* auf der Fläche. 
Das Bogenelement ds bilde mit den Normalebenen die Winkel 
et, ß. Die Normale in A' schneidet die Normalebenen in den 
Punkten P, P^ . Deren Abstände von der Tangentialebene seien 
9y 8^^ die Abstände ihrer Projectionsebeue du, du^. Endlich sei 
p der Krümmungsradius des Normalschnitts ds, V der der zweiten 
geodätischen Krümmung, W das Yerhältniss von ds zum Winkel 
zwischen den Normalen A und A'. Dann hat man: 

Binq) _ sin a cos/? sin^^cosa 

+ 



P 8 ^ d, ^ 

sincp . • ^/^ 1 M ^^ 

— =X- r= sin« sin /?(^-^ - -^ j, 



S,y' h: 



sin'y _ sin'« sin'/? 2sinasin/?cos(;p 
1P""" d' + 8] + 3S, 
Bezeichnen ferner r, r^ die Krümmungsradien der Normal- 
schnitte, V, v^ die der zweiten geodätischen Krümmung für dieselben 
Bogenelemente, . ß^ Ri die Hauptkrümmungsradien, so ist 
_J 1_/1 coty \ 1/^1, coty \ L.— n 
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Sind die NormalschDitte conjagirt, so geht die Gleichung ttber io 

. , / 1 , 1 \ 1,1 

Für 3 Normalschnitte a, a^y a, im Funkte A hat man: 

sin(3«, ^a)&m(^a^ , <9(T,) , sin(ö*, öa, ) sm(da^^da) 
'8 + 8\ 

sin (ö*, öd, ) sin (da, öa, ) 
-| __ ü. 



Hiernach verhalten sich 3, S^ , S^ wie die Abstände eines Punktes 
eines gewissen Kegelschnitts von den Seiten eines eingeschriebe- 
nen Dreiecks. 

Ausserdem hat man die Relation: 

du . Ott, . ^ 

sma = --5-J-sin/y 



und ftlr die Haoptnormalschnitte : 

i du / 1 i\ i du, . / 1 1 \ 

und nach Elimination von a: 



(f)V(^y=^--(i4 



')• 



Beschreibt also Ä' einen Kreis um A, und legt man von P 
P^ normale Ebenen zu den Hauptkriimmungstangenten, so be-j 
schreibt deren Durchschnittslinie einen elliptischen Cylinder. 

H. . 
\l 

AousT. De la courbure des surfaces. inst 1 sect. XXXVlW 
AousT. Sur un principe de la thdorie des surfaces. 

Inst. 1 sect. XXXVI. 69-51. 

Ein Punkt einer Fläche wird als Durchschnitt zweier Linieii 
«r, , (Tjj betrachtet, welche er bei unabhängiger Yariation der ?«»• 

meter Q^^ g^ durchläuft, und die einen Winkel q^ bilden; r-i 

1 11 

-5- sind die Krümmungen von or, , er, ; -7-» T" ^^ QuerkrtbB- 

mungen, d. h. die Quotienten der Winkel J, , J', zwischen den 
Tangenten von a,, a^ in den Endpunkten ätr Elemente dtTi, dtf;« 

dividirt durch diese Elemente. Die Projectionen yon -gf r» ^ 



■C 
h 
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1 1 

uf die Tangentialebenen sind bezeichnet durch ^, y-, /. End- 

1 

tob ist -jT die Erttmmung der Fläche, und dta das Flächen- 

lement da^da^Änq>. 

Zwischen vorstehenden Grössen werden in der ersten Abhand- 
ung folgende Relationen hergeleitet: 

ö, Jj — ö, J, = -^ + ö, ö, <jP, 

Bezeichnet n die Richtung der Flächennormale, so ist 

sin'y _ cos nit^ cosnü, cosnL, cosnL, 
K i»! R^ X/| L^ 

Betzt man zur Abkürzung 

1 _ cos it| R, cos L,L, 

80 hat man: 

öj (/j sin<]p) — ö, (/, sing)) = — ~^-^ + ^i^t c^s gp, 

J, — /, =0,9), /,— J, = 0,9), 

ö, (J/singp) — ö,(J, sin 9)) = — ^r-^ — ö,<9, cos^), 

- ji ■ 

^öjoosgp = öj (J, sing)) — öj(/, sing)) = öjC/^sing)) — öjj(Jj8ing)), 

— ^^ .= 5jj (Jj sin y) — ö, (7,^ sin y) = ö, (/j sin w) — ö, (J, sin y). 
II 

tier bedeuten d^, d, die Variationen in den Richtungen der cr^, 

'^. Im Laufe der Abhandlung wird verwiesen auf folgende 

^hriften : 

L<)U8t. 0. R. 1850. 1862. 1863. LIV. p. 462. Borchardt J. LVIII. 
Tortolini Ann. (1). VI. Joum. des soc. savantes VI. 
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Gilbert. Inst. 1867. p. 399. §3. 

Liouville et Bonnet. C. R. 1851. Liouville J. XVI. 

* 

Im zweiten Artikel werden zunächst die Formeln hergeleitet: 

S, !(/. - ^.) VI -ö. {(/.-/.) V'} = 23, ö. V, 

wo yj eine beliebige Function von qp; tp', y/' ihre Derivirten, 
femer 

1 t^ , . V" 



sin'y 1 1 . sin'y _ 1 i 

ist, und r, / die Normalprojectionen von R, L bedeuten. Durch 
Elimination der dJy dl kann man Sätze von Gilbert und Caachy 
(C. R. 1844.) erhalten. 

Integrirt man zwischen zwei Werthen von q^ und zwei Werthen 
von Q^j so dass doi ein Bogenviereck erzeugt, dessen Winkel a, 
ß, y, 5 sein mögen, so kommt: 

Jenachdem ds längs verschiedenen Seiten des Vierecks varürt, 
bestimmen sich a, ß, y^ S verschieden. Die erste Gleichung \A 
einer Formel von Bonnet analog. 

Zur speciellen Anwendung werden die Fälle V(9>) = 9>> cosf 
log sin qp, logtg|y empfohlen. 

Zwei Abhandlungen des Verfassers, in welchen die Qaer- 
krümmung ohne die Quercontingenzwinkel Jin Anwendung kommt, 
sollen noch erscheinen. H. 



AoüsT. Sur la throne des surfaces. inst, i seot. XXXVL 380. 38L 

Die in den vorigen Noten erklärte Bezeichnung wird beibe- 
halten. V^C9>) soll ferner eine beliebige Function sein. Dann 
lassen sich aius den erhaltenen Formeln leieht folgende zwei 
Gleichungen ableiten: 
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H(W) "" » ( sing) öa. ) 

4-/9 1 ^'V <9, (cos ygg,)~ 5,5a, 
■ i siny öa. 



dft» 



' * ' M smy ö(7j ' 



Ist eins der Liaiensysteme , z. B. ^, geodätisch, so erhält man 

daraus: 

und, falls beide es sind: 

d.d^V siny _ 

Einige besondere Resultate werden ferner daraus gezogen für den 
Fall, wo VCqp) constant ist. H. 

Gilbert. Sur la courbure des surfaces. inst, i sect. 

XXXVI. 28. 29. 

Der Verfasser constatirt zuerst, dass die von ihm döviation 
genannte Grösse bereits früher von Aoust unter dem Namen 
courbure inclinöe eingeführt sei, und dass er von den betreffen- 
den Entdeckungen desselben, obwohl von weit früherem Datum 
als die seinigen, erst später Kenntniss erhalten habe. Ferner 
äussert er in Betreff einer Formel (D) (Inst. n. 1771. p. 399.)» 
dass er sie nicht als neu betrachtet, vielmehr nur ihrer rein geo- 
metrischen Ableitung Interesse beigelegt habe. H. 

Gilbert. Sur quelques propriet^s des trajectoires. Bull. 

de Belg. (2). XXV. 288-294. ~ Inst. 1 sect. XXXVI. 269. 

Folgende 7 Sätze werden mitgetheilt: 

1) In jedem Viereck zwischen je 2 Linien zweier Systeme 
mf einer Fläche, die sich unter constantem Winkel schneiden, 
st die Summe der Flächenelemente, letztere multiplicirt mit der 
geodätischen Krümmung des ersten Systems, gleich dem Froducte 
Ler Differenzen der Gegenseiten und des Cosinus des Durch- 
ebnittswinkels &. 

2) Ist das eine Liniensystem geodätisch, so ist die Differenz 
Ler geodätischen Seiten gleich Jer Differenz der andern mal co8i9-. 
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3) Ein loxodromischer Bogen hat zur Länge die Differenz 
der Meridianbogen seiner Endpunkte dividirt durch cobi9'. 

4) Ist die geodätische ErUmmung eines Seitenpaares con- 
stant, so ist der Flächeninhalt des Vierecks, multiplicirt mit dieser 
Krümmung; gleich der Differenz der Differenzen der Gegenseiten 
mal cos 19". 

5) Multiplicirt man jedes Flächenelement im beliebigen 1. 
Bogenviereck mit der Summe der geodätischen Krümmungen der 
zwei erzeugenden Linien, so ist deren Summe gleich dem doppelten 
Product des Umfangs und cos'iS'. 

6) Ist ausser dem Durchschnittswinkel auch die Summe der 

1 
geodätischen Krümmungen constant = -^, so ist der Flächenin- 
halt gleich dem Umfang mal 2keoB*^&, 

7) Ist der Quotient der geodätischen Krümmungen beider 
Systeme = cosi9'^ so sind die Stücke des einen Liniensystenu 
zwischen zwei festen Linien des andern unter sich gleich. 

H. 

Gilbert. Lignes trac^es sur une surface quelconque, 

Inst. 1 sect XXXVI. 245. 

Einige zerstreute und unzureichende Mittheilungen aus einer 
in den M^m. de Belg. 1869 enthaltenen Schrift Gilberts: Theorie 
gän^rale des lignes trac^es sur une surfaee queloonque. 

H. 

Gilbert. Sur un memoire concernant la th^orie g^n^- 
rale des lignes trac^es sur une surfaee quelconque. 

BuU. de Belg. (2) XXV. 

Catalan. Rapport sur: Gilbert, Memoire sur la theorie 
g^n^rale des lignes trac6es sur une surfaee quelconque, 

Bull. d. Belg. (2) XXV. 180-184. 

ßeferat im folgenden Baude, da die Originalarbeit sich in: 
Mäm. de Belg. 1869 findet 

Aoüst. Remarques et r^clamation faites relativement 
au memoire de Mr. Gilbert. Bull, d© Belg. (2) XXVL 471-4» 



Cspitel 3. Geometrie des Raaines. 227 

GiLBEKT, R^ponse ä Mr. Aoust relative aux remarques 
et r^clamation. Bull, de Belg. (2; XXVI. 480-494. 

E. Roger. Note sur la courbure des surfaces. Ann. d. 

Mines. (6). XIV, 

Enneper. Analytisch geometrische Untersuchungen. Gott 

Nachr. 1868; 258-277 u. 421-443. 

Die vorliegenden Arbeiten sind Fortsetzungen und Anwen- 
äungen einer früheren, die in den Gott. Nachr. 1867 veröflTent- 
licht wurde. Enneper fasst die Coordinaten x, y, % eines 
Plächenpunktes als Funktionen zweier unabhängigen Variablen 
u und v auf und stellt, indem er sich an die von Gauss in ähn- 
lichen Untersuchungen eingeführten Zeichen E, F, G etc. hält 
(cf. Salmon, Geom. d. Raum., übers, v. Fiedler. Abschn. V), ein 
System partieller, für alle Oberflächen gültiger Differentialgleichun- 
gen auf. Da diese Gleichungen die gegenseitige Abhängigkeit der 
Hauptkrümmungsradien r' und r'' der Fläche und der Funktionen 
E, F, G charakterisiren, so eignen sie sich zur Bestimmung von 
Flächen, deren Hauptkrümmungsradien gewisse Bedingungen er- 
llftllen. Die hier zu besprechende Abhandlung sucht die Flächen 
Jonstanter Krümmung (r^r*' = m) zu ermitteln. Diese Frage er- 
icheint aber in ihrer Allgemeinheit nicht lösbar, weil sie auf eine 
lartielle Differentialgleichung zweiter Ordnung führt, deren In- 
6gration dem Verfasser nicht gelingt. Er schränkt sie daher 
in und ermittelt die Flächen constanter Krümmung; 
eren eine Schaar von Krümmungslinien a) eben oder 
} sphärisch ist; ausgeschlossen sind von der Untersuchung die 
bOtationsflächen. Was nun zunächst die Flächen a) betrifft, so sei 
rinnert, dass der Winkel o, unter welchem eine Fläche die Ebenen 
brer Krtimmungslinien schneidet, nur von Ebene zu Ebene variirt, 
Inga derselben Krümmungslinie aber constant bleibt. Ist nun die 
jümmung der Fläche positiv und constant, dann sind die Ro- 
eitionsfiächen die einzigen, für welche a überhaupt constant 

nd zwar = -^ wird. Im Falle negativer constanter Krümmung 

inden sich unzählig viele, nicht durch Umdrehung entstandene 
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Flächen, welche die Ebenen ihrer Krttmmungslinien alle unter 

demselben Winkel a schneiden, und a ist nicht auf den Werth -^ 

beschränkt. In beiden Fällen ergeben sich aber Flächen, {Ib 
welche a variabel ist. Femer gilt allgemein der Satz: „Enfhtt 
eine Fläche von constanter Krümmung eine Schaar ebener ErOm- 
mungslinien, so schneiden sich die Ebenen derselben in einer 
Graden'S Wählt man die Schnittlinie dieser Ebenen zur Js-Achse, 
ist (p der Winkel zwischen einer Krttmmungsebene und der y- 
Achse, und bedeuten u, v die unabhängigen, u^^ t>, Htll&- Variable, 
so findet Verfasser für die Flächen mit positiver Krümmung die 

Gleichungen : 

_- . du. M ^ ^ 

I) a?sm9) — ycosy = 0, -^ = iicos2ti| — C, 

j 

III) +«)/I^C^ =y(C^ilcos2©,)di? + i/'cotg(«,+i>,)^, 

1 COSfT Ä n ä^ 
; T = -4 C0S2tl, — C, 

g smflT* * 

d(p _ , y^'-c 



= + 



dUi — g (i4coB2ti, — C)* 

Die nicht erklärten Buchstaben sind Constante und zwar g* = t'^' 
Wenn das Krtimmungsmaass negativ constant (fr^ = — ^•) ist, und 

a positiv, SO ist die Gleichung der Fläche: 

fi 
Ä = ocosaarctg-^ 

X 



+ iV sin'flr-a?'-y'- ^^f . sin alog ^—, 7, . ^ | — i" . 

Erbeblich grössere analytische Schwierigkeiten, wenigstem 
bei dem hier eingeschlagenen Wege, bietet die Au&uchung der 
Flächen constanter Krümmung mit einer Schaar sphärischer Krto 
mungslinien. Die allgemeine Lösung ist auf eine, bis jetzt nicM 
ausführbare Integration simultaner Diflferentialgleichiingen erster 
Ordnung zurtickgeftlhrt; nur flftr ganz specielle Fälle gelingt die 
Aufstellung der Flächengleichung insoweit, als nur noch zwei, 
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anscheineDd einfache Differentialgleichungen ungelöst bleiben. 
Wir beschränken uns daher auf die Mittheilung des interessanten 
Satzes: Schneidet eine Schaar von Kugeln eine Fläche von con- 
stanter positiver Krümmung in Krümmungslinien, so liegen ihre 
Hittelpunkte auf einer Graden. Leider fehlt den zahlreichen 
Gleichungen in beiden Abhandlungen noch die geometrische Inter- 
pretation. K. 



Enneper. üeber ein geometrisches Theorem. Gott. Nachr. 

1868. 174-181. 

a 

Der Verfasser beweist auf rein analytischem Wege folgenden 
Satz : Einer Botationsfläche sei längs einer beliebigen Curve Q eine 
developpable Fläche umschrieben ; dieselbe schneide eine zur Ro- 
tationsachse senkrechte Ebene E in der Curve C. Umschreibt man 
"emer der durch Curve Q und durch die Rotationsachse bestimmten 
Jonoidfläche eine developpaWe Fläche, die längs einer beliebigen 
Jurve Ol berührt, so wird Ebene E von derselben in einer neuen 
Jurve C, geschnitten. Curve C ist eine rechtwinklige Trajectorie 
a den Tangenten der Curve C, . K. 

Inneper. Bemerkungen über den Durchschnitt der 

Flächen. Gott. Nachr. 1868, 181-190. 

Ist eine Curve s Durchschnitt, zweier Flächen P und 0, so 
issen sich die auf ihre Krümmung bezüglichen Grössen durch 
>]gende Quantitäten ausdrücken: 1) durch die Erü^imungen der 
Tormalschnitte von P und Qy die das in Betracht kommende 
«lement der Curve s enthalten, 2) durch deren Winkel mit den 
rei Achsen und 3) durch die Variationen dieser Grössen nach s. 
He einfachen Gleichungen, welche diese Abhängigkeit ausdrücken, 
äbren den Verfasser zu folgenden Sätzen: „Verbindet man die 
jümmungsinittelpuiikte der Normalöchnitte zweier Flächen, welche 
iiroh die Tangente eines Punktes P der Schnittcurve gehen, durch 
ine Grade, so ist das Perpendikel, gefällt vom Punkte P auf 
lese Grade, der Krümmungshalbmesser im Punkte P der Schnittc- 
urve der beiden Flächen." Dieser Satz lässt sich übrigens leicht 

Fortscbr. d. Math. I. 2. 16 
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rein geometrisch erweisen. Ferner ergiebt sieh folgender bekannte 
Satz: „Schneidet eine Fläche S^ eine andre S unter einem constanten 
Winkel und in einer Krümmungslinie, so ist die Schnittcurve auch 
eine Krtimmungslinie der Fläche S/*. (cf. Salmon, Geom. d. 
Raum. n. § 45). K. 

S. Roberts. On the centres of Curves and Surfaces. 

Quart. J. IX. 25-31. 

Catley. On a Singularity of surfaces. Quart. J. DL 332-33a 
Laisant. Note sur le plan tangent en un point d'tine 

SUrface. Nouv. Ann. (2). VII. 116-120. 

Unter der Voraussetzung, dass die Oberfläche durch zwei 
Gleichungen zwischen ihren Coordinaten mit einem constanten 
Parameter dargestellt sei, entwickelt der Herr Verfasser eine 
Formel für die Tangentialebene in einem beliebigen Funkte der 
Oberfläche, ohne erst eine Elimination des constanten Parameters 
auszufahren. Die gefundene Formel wird zum Beweis des Satzes 
benutzt, dass die Oberfläche, welche der Ort von diametralen 
Kreisschnitten einer Schaar confocaler Ellipsoide ist, die Ellipsoide 
rechtwinklig durchschneidet. T. 

HoüSEL. Intersection d'une surface par un plan. Noot. 

Ann. (2). VII. 277-284. 

Die Aufgabe, welche gelöst wird, besteht darin, die Gleichung 
eines ebenen Schnittes einer Oberfläche in Coordinaten auszn* 
drücken, welche auf ein Coordinatensystem bezogen sind, das in 
der schneidenden Ebene liegt. Von dem gefundenen Resultat 
wird eine allgemeine Anwendung auf die Oberflächen zweiten 
Grades gemacht, und dann speciell Summe und Produkt der 
Quadrate der reciproken Werthe der Halbachsen des in der 
schneidenden Ebene liegenden Kegelschnitts hestimnit. Die Kreifl- 
schnitte eines Ellipsoides werden dann der Betrachtang unter- 
worfen. Am Schlüsse der Abhandlung wird gezeigt, wie man die 
Resultate, die durch Coordinaten der schneidenden Ebene ausge- 
drückt sind, wieder durch räumliche Coordinaten darstellen kann. 

T. 
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P. MoRiN. Note'sur une classe des syst^mes triples de 
surfaces orthogonales. 0. R. LXVII. 785. 

lieber die betreflfende Literatur finden sich ausführliche Notizen 
in der „Analytischen Geomtrie des Raunies von Salmon, ttbers. 
Ton Fiedler", Zusatz III. Morin berichtet über eine allgemeine 
Lösung der Frage nach drei Systemen orthogonaler Flächen, 
'welche auf einander unendlich kleine Quadrate ausschneiden. 
Seine Losung, welche die schon bekannte als speciellen Fall ent- 
bält, wird in der gedachten Notiz kurz characterisirt, die Glei- 
chungen der Systeme selbst sind aber nicht angegeben, ebenso- 
i^enig ist eine völlig verständliche Andeutung des Weges vor- 
landen, auf welchem es ihm gelungen ist, das zweite System der 
tn^kannten 6 partiellen DiflFerentialgleichungen (cf. Lam6, thöorie 
des coordonnäes curvilignes XLIII. 8 und 9) unter der gegebenen 
Bedingung zu integriren. K. 

Cr. Darboux. Sur les syst^mes de surfaces orthogonales. 

0. B. LXVn. 1101. 

Darboux gelangt durch eine Untersuchung der Lam6'schen 
fileichungen (cf. d. vorhergeh. Beferat) zu dem Schlüsse, dass 
lieh aus jedem gegebenen Orthogonal- System ein allgemeineres 
ableiten lässt, dessen Gleichungen drei willkürliche Functionen 
einer Variablen enthalten. Die Ableitung setzt die Integration 
dreier simultanen, linearen partiellen DiflFerentialgleichungen 2*"* 
Ordnung voraus, welche als Unbekannte eine einzige Function 
der drei Parameter enthalten. Als Beispiel wird «ine solche 
Verallgemeinerung bei dem bekannten System dreier orthogonalen 
Engelschaaren und bei dem System confocaler Flächen 2*^" Grades 
dnrchgefllhrt. K. 

K. ExNER. Ueber die Maxima und Minima der Winkel, 
unter welchen Curvßn von Radien durchschnitten 

werden. Wien. Ber. LVII. 75-84. 

Siehe Abschn. VIII. Cap. 2. 

5, G. Zbüthen. Sur les singularit^s ordinaires des 
courbes g^ometriques a double courbure. 0. R. LXvn. 225. 

16* 
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S. Roberts. On the Centres of Mean Distances of certain 
Points of Intersection of Curves and Surfaces. Quart 

J. IX. 63- 7L 

Siehe Abschn, VIII. Cap. 2. 
E. Catalan. Note sur les surfaces orthogonales. Buii.de 

Belg. (2). XXV. 180-185. 

A. Enneper. Ueber die developpabele Fläche, welche 
zwei gegebenen Flächen umschrieben ist. Schiömiich. 

Z. Xm. 322-346. 

Allegret. Memoire sur la flexion des lignes g^od^si- 
ques trac^es sur une mßme surface quelconque. 0. Bf 

LXVI. 342. Mondes (2). XVII. 271. 

Siehe Abschn. Xu. Cap. 1. 

E. Schering. Erweiterung des Gauss'schen Fundamen- 
talsatzes für Dreiecke in stetig gekrümmten Flächen. 

* Gott. Nachr. 1867. 389-391. 

Gauss hat in den „Disqu. gen. c. superf. curv." die Belationeft: 
zwischen Winkeln eines geodätischen Dreiecks und denen eine»' i 
ebenen Dreiecks von gleich langen Seiten nur bis auf Grössen, j 
dritter Ordnung entwickelt. Herr Schering giebt die Erweiterung 
der Formel bis auf Grössen vierter Ordnung, wobei ausser d^ 
Maassen der Flächenkrümmung in den Ecken nur noch die in dea 
Halbu-ungspunkten der Seiten auftreten. B. / 



u 



l 



LüROTH. Verallgemeinerung des Problems der kürzesten 

Linie. Schiömiich Z. XIV. 156-162. 

Die bekannte Definition der kürzesten Linie wird projektivisek ^ 
dahin verallgemeinert, dass auf einer gegebenen Fläche eineCwre ^ 
gezogen werden soll, deren Schmiegungsebene den Pol der Be- 
rührungsebene der Oberfläche in Bezug auf eine beliebige Fliehe 
zweiter Ordnung in sich enthält. Die hieraosheryoi^hende Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung wird mit der Differentialglei- 
chung der ebenfalls projektivisch verallgemeinerten Erttmmoiig»' 
linien multiplicirt^ und das Produkt in einer Fonn dargestellt, 



( 
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welche sofort eine einmalige Integration gestattet, wenn die ge- 
gebene Fläche ebenfalls von der zweiten Ordnung ist Durch 
EmfELhrang der verallgemeinerten elliptischen Coordinaten wird 
die noch zu leistende Integration direct auf hyperelliptische In- 
tegrale erster Gattung zurQckgeftahrt. Das confokale System wird 
dabei ersetzt durch ein System von Flächen zweiter Ordnung, 
welche ein und derselben ab wickelbaren Fläche eingeschrieben sind. 

B. 

WoLSTENHOLME. Solutlon of the question 2503. Educ. 

Times X. 100. 

Die Zahl der von einem Punkte eines Raumes von p Dimen- 
'■' äonen möglichen Normalen an ein den Oberflächen entsprechendes 

Gebilde n«'^* Grades ist-^frn— lV-1}. 

Thomson. Solution of the question 2461. Educ. Times 

X. 48-50. 

Wird eine Gurve n*^" Grades nach einer bestimmten Bichtung 
Terschoben, so liegt das Centrum der mittleren Entfernungen 
der Schnittpunkte der Curve in beiden Lagen auf einer festen 
•^Qiaden. 



B. Algebraische Curven und Flächen. 
J. Bertrand. Etudes des surfaces alg^briques. Nouv. 

Aon. (2). VII. 49-56. 

Der Aufsatz enthält zuerst eine historische Musterung der 
K&tdeckungen der geometrischen Eigenschaften der Fresnerschen 
l^ellenfläche und derjenigen allgemeineren Fläche vierten Grades, 
Velehe Cayley Tetraedroid genannt hat, und geht dann ttber zu 
ton Gesichtspunkten, unter denen Kummer die Flächen vierten 
Grades auffasst und eintheilt; sodann zu den Untersuchungen ttber 
Ue, ewei Flächen zweiten Grades umschriebenen, abwickelbaren 
lAchen von Ponoelet, Ghasles, Cremona u. A.; erwähnt dann 
ShasleB' Theorie der homofocalen Flächen zweiten Grades und 
ie Quadrispinale von de la Goumerie. H. 
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J. Bertrand. Etüde des surfaces alg^briques. Nou 

Ann. (2). VII. 5-16. 

Allgemeine Betrachtungen über das Studium der Mathemati 
in Frankreich , dann insbesondere über das Studium der alg 
braischen Flächen. Voraus geht die Ankündigung der Schrift 

J. de la Gournerie. Eecherches sur les surfaces t6traädral 
sym^triques. Paris 1867. H. 

A. Clebsch. Note sur les surfaces alg^briques. C. 
LXVII. 1238. 

Analog wie man Curven in Geschlechter theilt (cf. Clebs 

und Gordan, Theorie der Aberschen Functionen, oder Cremo 

Freliminari di una teoria gem. delle superftcie), kann man au 

Flächen eintheilen. In dasselbe Geschlecht gehören zti 

Oberflächen «*^" und m*^" Grades, wenn sich von ihren 61 

chungen /* = 0, qp = die eine auf rationale, algebraische Wei 

in die andre transformiren lässt, so dass jedem Punkt der ein 

nur ein Punkt der andern entspricht. Verfasser giebt nun s 

was man als Ordnungszahl dieser Geschlechter ansehen kau 

Er nimmt der Einfachheit wegen nur Rücksicht auf Flächen o 

regelmässigen Singularitäten, d. h. solchen, die sich entweder % 

jeder Fläche selbst oder auf ihrer Keciproken finden. Dann i 

Ordnungszahl des Geschlechtes die Zahl p der willkürlichen Coi 

stauten einer Fläche w — 4*^" Grades, welche durch die Doppe 

oder Kückkehr-CuiTcn (arßtes de rebroussement) auf der betrad 

teten Fläche n^^"^ Grades /* = gelegt werden kann. Clelwi 

zeigt, dass diese Zahl für alle Flächen desselben Geschlecht! 

constant bleibt. K. 

C. Neumann. Sul baricentro di curvatura delle supei 

fiele algebraiche. Brioschi Ann. I. 283. 284. (Vgl. p. 163.) 

Der Begriff des Erümmungsschwerpunkts ebener Curven oi 
der erste der vier in der Abhandlung desselben Verfassers daröb 
aufgestellten Sätze lassen sich leicht auf Flächen übertragen, i 
dem man statt der Tangenten die Berührungsebenen, statt d 
Krümmung das Produkt der Hauptkrümmungen setzt , und i 
Beweise die Ebenen so yariiren lässt, dass sie successiye alh 
BerühruDgsebenen einer Halbkugel parallel wecden. H. 
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E. de JoNQUiERES. Proprietes des r^seaux de courbes 
et de surfaces alg^briques. C. R. LXVii. 1338-1340. 

Steiner hat sich wohl zuerst mit den Eigenschaften der 
Curven- und Flächennetze beschäftigt (Borchardt J. XL VII, 4; 
Beweis von Clebsch ibid. LIX, 125; Beweise von Cremona in: 
„Introduction ä la thöorie des courbes 1862"; Beweis von Jon- 
qui6res in einer ungedruckten Preisschrift, 1862). Steiner versteht 
unter einem Curven- resp. Flächennetze eine Schaar Curven resp. 
Flächen desselben Grades, welche die Eigenschaft haben, durch 
gemeinschaftliche Punkte zu gehen, deren Anzahl nur um 2 ge- 
ringer ist als die Anzahl der Punkte, durch welche eine Curve 
\ resp. Fläche desselben Grades vollkommen bestimmt ist, so dass 
durch irgend zwei andere gegebene Punkte nur eine Curve oder 
Fläche des Netzes gehen kann. Gefolgt sind dann Chasles (Vor- 
lesungen an der Sorbonne), Cremona (Introduzione ad una teoria 
geometrica delle curve piane; Bologna, 1862. — Preliminari di 
una teoria geometrica delle superficie; Bologna, 1866. — Memoire 
de g^om^trie pure sur les surfaces du troisi^me ordre; Berlin, 
1866-1868. — Borchardt J. LXVIII p. 1) und Cayley (Trans, of 
Camb. XI, 37). In der vorliegenden Note giebt der Herr Ver- 
fasser an, dass er als Anzahl der Curven eines Netzes n*®' Ordnung, 
deren jede zwei Doppelpunkte besitzt, ermittelt hat: 

iV=|(n-l){3(«~l)'-14(n--l) + H}; 
aus dieser Formel ergiebt sich die Steiner'sche als ein specieller 
Fall. Die angewandte Methode (die aber nicht angegeben ist) 
wflrde, nach der Angabe des Herrn Verfassers auch geeignet sein, 
zur Ermittelung der Anzahl der Flächen eines Netzes zu führen, 
welche mit einer gegebenen Oberfläche eine doppelte Berührung 
eingehen; es mtisste nur dazu die Anzahl derjenigen Flächen be- 
kannt sein, welche mit dieser Oberfläche eine Berührung der 
zweiten Ordnung haben. Wenn das gegebene Netz ein /tt-faches 
igt, d. h. wenn fi Curven oder Flächen durch zwei beliebig ge- 
geli^ene Punkte gehen, dann wird die gesuchte Anzahl fzN, 

T. 

Clebsch. Intorno alla rappresentazione di superficie 
algebriche sopra un piano. Bend. d. ist Lomb. (2). I. 794. 
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Cayley. On a Certain Sextic Developpabel. Quart. 

IX. 129-142. 

Cayley. On a Certain Sextic Surface. Quart. J. ix. 374-3; 

Laguerre. Note sur quelques propri^t^s g^n^rales di 
courbes alg^briques et sur leur application ä la theori 
des courbes et des surfaces anallagmatiqnes. iw 

XXXVI. 1 sect. 420. 



C. Curven und Flächen zweiter Ordnung. 
Dostor. Nouvelle ^tude alg^brique des lignes et s\] 

faces du second degrö. Paris, Gauthier-Viliars. 

H. G. Zeuthen. Sur la d^termination des caract^ristiqi 
des surfaces du second ordre. Nouv. Ann. (2). Yii. 3? 

AousT. Recherches sur les surfaces du second or( 

Paris. Gauthier-Viliars. 

Gallenkamp. Ueber die Flächen zweiten Grades. Pr.B( 

In dieser Abhandlung giebt der Herr Verfasser im Wei 
liehen den Gang, nach dem er die Flächen zweiten Grade 
der Oberprima der Anstalt behandelt hat. T. 

G. Stammer. Recherches sur les surfaces du sec 
degr^, qui se coupent suivant deux courbes pl; 
ou qui sont envelopp^es par deux cönes comm 

Battagl. G. VL 153-165. 

Salmon beweist in seinen „Oberflächen zweiten Gra 
No.133, dass jede Oberfläche zweiten Grades S'=0, welche 
andere S=0 in zwei Punkten berührt, zur Gleichung hat S'^S+^ 
= 0, wo .L und M die Gleichungen zweier Ebenen sind. E 
weist ferner, dass solche Oberflächen von zwei gemeinsj 
Tangentenkegeln eingehüllt werden. Der Beweis stützt sich 
auf die nicht immer zutreffende Annahme, dass beide OberflS 
ausser den Berührungspunkten noch andere reelle Punkte 
ausser den Tangentenebenen in diesen Berührungspunkten 
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andere Tangentenebenen gemein haben. Gestützt auf die allge- 
meine Gleichung der Oberflächen zweiten Grades in Gartes. Co- 
ordinaten zeigt nun der Verfasser, dass zwei solche Oberflächen 
S = und S' = 0, welche sich in zwei Punkten berühren, in der 
That immer zwei ebene Schnittcurven gemein haben, deren Ebenen 
i = 0, Jf = aber ebensowohl imaginär wie reell sein können. 
Die Gleichung S' = kann daher auch immer umgeformt werden 
in S-f-A.L.Jf = 0; es ist aber zu bemerken, dass L und Jf con- 
jugirt complex sein können. Nachdem nun in die Gleichung 
S'^S + AL.JIf = zur Ermittelung der für S und S' gemein- 
samen Tangentenebenen die von Flücker eingeführten Flancoor- 
dinaten an Stelle der Gartesischen gesetzt sind, erkennt Verfasser, 
dass der von Salmon angeführte Satz genauer also lauten muss : 
„Zwei Oberflächen zweiten Grades, die sich in zwei Funkten 
berühren, haben zwei (ev. imaginäre) Umhüllungskegel mit reeller 
Spitze gemeinsam, 1^ wenn beide Oberflächen zugleich gradlinig 
oder zugleich nicht gradlinig sind und wenn sie sich noch in 
andern Funkten schneiden, 2** wenn eine der Oberflächen grad- 
linig, die andere nicht gradlinig ist, und wenn die Berührungs- 
punkte die einzigen gemeinsamen Punkte sind. Andernfalls haben 
die Oberflächen nur 2 gemeinsame Tangentenebenen." 

K. 

Geiser. Zur Theorie der Flächen zweiten und dritten 

Grades. Borchardt J. LXIX. 197-226. 

Eine Rotationsfläche IL Ordnung ist durch einen Brennpunkt 
und vier Tangentialebenen eindeutig bestimmt, so dass einem 
Brennpunkt der zweite Brennpunkt eindeutig entspricht. Ist der 
Ort des einen Brennpunktes eine Ebene, so liegt der andere auf 
einer Fläche III. Ordnung, welche die sechs Kanten des Tetraeders 
als Gerade in sich enthält, also die vier Ecken desselben zu Doppel- 
punkten hat; durchläuft der eine eine Gerade, welche nicht durch 
die Ecken des Tetraeders geht, so bewegt sich der zweite auf 
einer Baumcurve III. Ordnung, welche die vier Tetraederecken 
enthält. Auch umgekehrt entspricht in der Zuordnung der Brenn- 
punkte jeder Raumcurve III. Ordnung, welche durch die Ecken 
des Tetraeders geht, eine Gerade, und jeder Fläche III. Ordnung, 
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welche die Kanten des Tetraeders enthält, eine Ebene. Nachdem 
der Verfasser obige Sätze entwickelt, geht er im Besondem ein 
auf die Fläche der Brennpunkte der Botationsparaboloide, weiehe 
vier Ebenen berühren, und bestimmt den Charakter des Orts, 
auf dem die Brennpunkte der Rotationsflächen II. Ordnung liegen, 
welche ftlnf Ebenen und welche sechs Ebenen berühren. 

Die Entwickelung obiger Sätze beruht wesentlich auf der 
Theorie der conjugirten harmonischen Pole in Bezug auf ein 
Flächenbündel II. Ordnung. Zu dieser Theorie liefert nunmehr 
der folgende Theil der Abhandlung einen Beitrag. Bekanntlicli 
entspricht den Punkten einer Ebene als Ort der conjugirten har- 
monischen Pole eine Fläche III. Ordnung; es giebt aber sechs 
Punkte s^, s^j ... s^in der Ebene, denen nicht ein Punkt, sondern 
eine Gerade der Fläche entspricht. Nach dem Character der 
Punkte «j, «2, ... s^ classificiren sich die Flächen III. Ordnung, 
von welchen es im Allgemeinen fünf Gattungen giebt, von denen 
aber bei reeller Annahme der bestimmenden Elemente durch die 
vorliegende Erzeugung nur vier gewonnen werden, leicht in fol- 
gende vier Gruppen: 

I. Alle s sind reell. 

IL Vier s reell, zwei conjugirt imaginär. 

in. Zwei s reell und zweimal zwei conjugirt imaginär. 

IV, Dreimal zwei s sind conjugirt imaginär. 
Im ersten Falle enthält die Fläche 27 reelle Gerade, im zweiten 
15 reelle und 12 imaginäre, im dritten 7 reelle, 16 imaginäre, 4 
punktirte, im letzten endlich drei reelle, 12 imaginäre und 12 
punktirte Gerade. Nach diesen Erörterungen bilden besondere 
Flächen III. Ordnung, welche durch Specialisiren der erzeugen- 
den Elemente gewonnen werden, den Gegenstand weiterer Unter- 
suchung. Zu diesen Flächen gehört auch die Fläche, auf welche 
der Verf. oben geführt worden ist. Seh. 

J. Oasey. Recherche des ^quations des couples de qua- 
driques inscrites dans une quadrique donn^e et tan- 
gentes ä quatre quadriques inscrites aussi dans Ifl 

möme quadrique. Brioschi Ann. (2). IL 203-3ia 
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bx+b'y-^b"z + b"'tD, so stellen S*— il = und S*— 5 = zwei 
Flächen zweiten Grades dar, welche der Fläche S = einge- 
schrieben sind, d. h. sie längs eines Kegelschnitts berühren. Die 
Gleichung S*--il + ft(S* — 5) = ist der Ausdruck ftlr eine 
Fläche zweiten Grades, welche gleichfalls S = längs eines 
Kegelschnitts berührt und ausserdem einen Kegelschnitt des Durch- 
schnitts von S— il' = und S— J?' = enthält, nämlich denjenigen 
des gemeinsamen Durchschnitts jener beiden Flächen mit der 
Ebene A—B = 0. Um die Kegel zu finden, welche durch jenen 
Durchschnittskegelschnitt gehen und die S = berühren, ist die 
Discriminante des Ausdrucks S* — il + *(S* — 5) gleich zu 
setzen. Diese Bedingung führt auf die Gleichung 

(1) (l~S")ÄH2(l~i)ft+l--S' = 0, 

worin S' und S" die Besultate der Substitution der Coordinaten 
des Pols von Ä und B in S, und L das Substitutionsresultat des 
Pols von Ä in B ist. Hätte man statt S^—A und S^—B als 
Darstellungsformen S* + -^ ^^^ S^ + B gewählt, so würde man 
zu denselben Resultaten gelangt sein; dagegen führt der Ausdruck 
S^ — A und Si+B, oder auch Si + ^l und S^—B zu folgender 
Gleichung : 

(2) (1 -S")ft'+ 2(1 +L)i+ (1 -S') = 0. 
Letztere giebt die Werthe für k an, welche den Kegeln entsprechen, 
die durch den gemeinsamen Durchschnitt von S— i4'=0, S— J?'=0, 
A + B=^0 gehen und die Fläche Ä = berühren. 

Die Gleichungen (1) und (2) zeigen, dass durch jeden Durch- 
schnittskegelschnitt von S—A^^O und iS— 5' = zwei Kegel 
gehen, welche S = berühren. Degenerirt einer dieser Kegel- 
schnitte in zwei Gerade, so fallen die beiden ihn enthaltenden 
Kegel in einen zusammen; daher giebt obige Gleichung in diesem 
Fall zwei gleiche Wurzeln, was zu der Bedingung führt 

(3) (l-S')(l-S'0-(l±i)' = O. 

Die beiden Flächen S— il»=0 und S— B'=0 berühren sich im 
Allgemeinen in zwei Punkten ; degenerirt aber ein Durchschnitts- 
kegelschnitt in zwei Gerade, so berühren sie sieh" noch in einem 
dritten Punkt, nämlich in dem Doppelpunkt der beiden Geraden. 
Demnach lässt sich die Bedingung, dass diese Flächen sich noch 
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in einem dritten Funkt berühren, durch Gleichung (3) zum Aus- 
druck bringen. 
Setzt man 

1-L = |/(l-S')(l-S")cos(T, 
i+L = }/(l-S')(l-S")cos9), 

so stellt sich das Verhältniss der Wurzeln von Gleichung (1) dar 
durch e'^» und das der Wurzeln von Gleichung ^(2) durch e^?^, 
und die Bedingung der Berührung wird auch gegeben durch die 
Gleichungen ff = und 9 = 0. Diese Winkel, welche, Invari- 
anten ihrer Natur nach, für die Untersuchungen des Verfassers 
von grosser Bedeutung sind, erhalten den Namen, „anharmonische 
Winkel der beiden Flächen S— il* = und S — B» = 0". Wäh- 
rend die Bedingung, dass sich S — il' = und S— -^' = in 
einem dritten Punkt berühren, durch die einfache Forderung zum 
Ausdruck gelangt, dass ein anharmoniscber Winkel gleich Null 
sei, stellt die Eigenschaft, dass ein anharmonischer Winkel ein 
Rechter sei, die Flächen in andere bemerkenswerthe Beziehungen; 
ftlr diese wählt er den Ausdruck „die Flächen schneiden sich 
orthogonal". 

Es würde für diese Berichte zu weit führen , näher auf die 
interessanten Beziehungen einzugehen, welche zwischen „ortho- 
gonal'^ sich schneidenden Flächen statt haben; es genüge anzu- 
führen, dass, wenn 4 Flächen zweiten Grades einer Fläche 
zweiten Grades eingeschrieben sind, es im Allgemeinen 8 Flächen 
zweiten Grades giebt, welche, gleichfalls dieser Fläche einge- 
schrieben, jene 4 „orthogonal'^ schneiden. Die Gleichungen der- 
selben nehmen in vorliegender Abhandlung sehr elegante Formen 
an. Mit ihnen wieder im Zusammenhang stehen diejenigen 
Flächen, welche einer gegebenen Fläche eingezeichnet sind und 
4 derselben Fläche eingeschriebene Flächen berühren. Die Glei- 
chung eines solchen Paares erhält gleichfalls einen sehr elegan- 
ten Ausdruck; solcher Paare aber sind im Ganzen 64 vorhanden. 

Seh. 
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Gr. Darboüx. Sur les caract^ristiques des syst^mes de 
coniques et des surfaces du second ordre. C R. LXVII. 

1333 u. 1334. 

In dieser Note deutet der Verfasser den Weg an, auf dem 
er die von Chasles gefundene Form: afi+ßv t^v die Anzahl der 
Kegelschnitte mit einem willkürlichen Parameter, von denen fi 
durch einen Punkt gehen, v eine Gerade berühren, und welche 
noch einer bestimmten Bedingung genügen, analytisch abgeleitet 
habe. Auch hat er auf analoge Weise die den Oberflächen zweiten 
Grades entsprechende Form gefunden. T. 

IL M. Jeffery. On Oonicoids, referred to Boothian 
Tangential Coordinates. Quart. J. iv. 309-332. 

Die Booth'schen Tangentialcoordinaten bestimmen eine Ebene 
durch deren reciproke Abschnitte auf drei zu einander senkrechten 
Goordinatenaxen, jedesmal vom Anfangspunkt an gerechnet. Eine 
lineare Gleichung unter denselben bezeichnet einen Punkt, inso- 
fern sie alle Ebenen ausdrückt, welche durch diesen Punkt gehen; 
eine nicht lineare dagegen eine Fläche, insofern sie die Gleichung 
sämmtlicher Tangentialebenen dieser Fläche ist. Der Verfasser 
zeigt nun zuerst, wie man von Cartesischen Coordinaten zu den 
eben genannten t}bergehen kann, und wendet sich dann zur Be- 
trachtung des Conicoids, d. i. einer Fläche, die er u. a. folgender- 
maassen definirt. Man denke sich einen Kegel zweiter Ordnung, 
dessen Spitze A, — und einen festen Punkt Q. Wenn nun ein 
variabler Punkt P so beschaffen ist, dass PQ die mittlere geo- 
metrische Proportionale (bis auf einen constanten Factor.) zu 2 
Abschnitten AR, AS auf der Kegelaxe ist, wo die Punkte R und 
S durch die Geraden PR und PS bestimmt werden, die parallel 
denjenigen Geraden des Kegels sind, welche mit der Axe und P 
in einer Ebene liegen, — so ist der Ort des Punktes P ein Coni- 
coid. Die Gleichung einer solchen Fläche in gewöhnlichen Co- 
ordinaten ist: 

Der Verfafiser bestimmt dann, zu welchen Flächen zweiten Grades 
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im Besondern ein Conieoid gehört und giebt zahlreiche Sätze 
hierüber. Mz. 

L. Painvin. Discussion de rintersection de deux sur- 
faces du second ordre. Nouv. Ann. (2). Vil. 481-501. 529-545. 

Der Verfasser geht zuerst von der allgemeinen Gleichung 

zweiten Grades in -^, -^, -^ aus. Sind S = 0, T=0 solche 

Gleichungen, so stellen sie vereint den in Rede stehenden Durch- 
schnitt dar. S-\-XT=0 ist dann die Gleichung einer beliebigen 
Oberfläche zweiten Grades, die durch diesen Durchschnitt geht 
(Ä eine willkürliche Constante). Soll nun S-{-XT=zO Gleichung 
eines Kegels sein, so müssen die partiellen Ableitungen von S+AT 
nach X, y, z, t verschwinden. Hieraus ergiebt. sich eine Glei- 
chung vierten Grades für l, deren Wurzeln An i,, ^s> ^4 4 Kegeln 
entsprechen. Wählt man nun die Spitzen dieser Kegel zu Ecken 
eines Coordinatentetraeders, so vereinfachen sich die allgemeinen 
Gleichungen S = 0, T = zu folgenden : 

Der Verfasser behandelt nun folgende Fälle: 

1) Die Gleichung in X habe 4 reelle Wurzeln; dann sind 
die Scheitel der 4 Kegel reell. Sind die 4 Kegel reell, so ist 
die Durchschnittscurve der beiden Elächen reell; sind 2 Kegel 
imaginär, so ist diese Gurve imaginär; alle 4 Kegel können nicht 
imaginär sein. 

2) Die Gleichung in X habe zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln; dann sind zwei Scheitel reell, die beiden andern eon- 
jugirt imaginär; die den reellen Scheiteln zugehörenden Kegel 
sind reell, die beiden andern imaginär. Die Durchschnittscurve 
ist stets reell. Die Gleichungen der beiden Oberflächen werden 
in diesem Fall auf die Form gebracht: 

x^J^a y^+h (i5'+0 + 2d »< = 0, 
x^+ a, y»+ 6, (»'+ O + 2d, zt = 0. 

3) Die Gleichung in X habe 4 imaginäre Wurzeln; dann 
irind die 4 Kegel imaginär; die DurchscbnittseQrv« ist reell. Die 
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jleichungen der Oberflächen werden hier auf die Form gebracht: 

^ (^'— y') + c («"-O + äft ocy+ 2d zt — 0, 

«1 (^'— y 6 + ^i (»'— <') + 2*1 ^y + ^^i »' = 0. 

4) Die Gleichung in l habe 2 gleiche Wurzeln; wenn nun 
ler Kegel, der der doppelten Wurzel entspricht, ein Kegel im 
eigentlichen Sinne ist, so berühren sich die beiden Flächen in 
ünem einzigen Punkte; degenerirt dagegen dieser Kegel in zwei 
verschiedene Ebenen, so sind die Oberflächen doppelt berührend 
lud schneiden sich in 2 ebenen Curven; die Gerade, welche die 
Berührungspunkte verbindet, (d. i. der Durchschnitt der beiden 
Ebenen) gehört nicht den Oberflächen an. Im Nachfolgenden 
wird dies nun genauer ausgeführt und bewiesen, wobei jedoch 
der Verfasser die Unterscheidung zwischen reellen und imaginären 
Wurziöln nicht weiter fortführt. 

Eine Fortsetzung steht noch zu erwarten. Mz. 

H. M. Jeffery. On Conics, Plane and Spherical, re- 
ferred to Three- Point Tangential Coordinates. Quart. 

J. IX. 1-15. 
Siehe Abschn. VIII. Cap. 2. 

ÖoüEL. Quelques r^flexions au sujet de la ligne de 
longueur minimum sur la sphere. Nouv. Ann. (2). vii. 573. 

L. SoHNKE. Oberfläche und Inhalt der Körper, welche 
durch Rotation eines regulären Polygons um einen 
beliebigen Durchmesser entstehen. Grunert Arch. XLVJU. 

457-465. 

Jede aus gleichen, im Berührungspunkte halbirten Tangenten 
iines Kreises bestehende Linie beschreibt bekanntlich bei Rotation 
im einen beliebigen, sie nicht kreuzenden Durchmesser eine 
riäche, gleich der durch dieselben parallelen Ebenen begrenzten 
Cagelzone. Bei Anwendung auf ein umschriebenes reguläres 
i^olygon ist dann im Allgemeinen an jedem Ende eine Keget 
lache zu ergänzen. 

lu Betreff des Körperinbalts wird der Satz bewiesen: Theilt 
nan ein reguläres Polygon durch irgend einen Durchmesser la 
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2 Theile und lässt den einen von beiden um den Durehmesger 
rotiren, so ist der Inhalt des Rotationskörpers der dritte Theil 
des Productes der Botationsfläche und des Radius, H. 

Chr. Hansen. Lösning af Opgave 205. Tychsen Tidsskr. 

IV. 42. 43. 



Drei Paraboloide in der Stellung 

£^ y^ _ 2» 
a' + 6' "" c 
für verschiedene Werthe von a, b, c haben eine gemeinsame Be- f ^ 
rührungsebene, wenn 
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J. J. Walker. Notes on a paper, suprä, p. 25—31. 

Meeeenger IV. 187-190. 

Reduetion specieller Gleichungen von Flächen zweiten Grades 
auf conjugirte Durchmesser als Axen. H. 

Gordan. üeber eine das Hyperboloid betreJBFende Auf- 
gabe. Schlömilch Z. XIII. 59-63. 

Der Verfasser behandelt eine bereits von Plücker gelöste 
Aufgabe, (On a new geometry of space, in den Transactions o( 
the Royal Society 2. Februar 1865), indem er zur Vereinfachung 
der Lösung Tetraedercoordinaten anwendet. Nach Plücker bil- 
Aejx alle Geraden, zwischen deren homogenen Coordinaten 
{pik = Xif/k — yiXk) eine Gleichung w*^' Ordnung besteht, eineä 
Complex n^^' Ordnung; bestehen zwei solcher Gleichungen, so 
bilden diese Linien eine Gongruenz; finden deren 3 statt, eise 
windschiefe Fläche. Die Aufgabe , welche hier bebandelt wird, 
ist neu: 1) Wenn eine Fläche zweiter Ordnung gegeben ist, 
diejenigen Oomplexe zu finden, auf denen die erste, und die- 
jenigen, auf denen die zweite Schaar ihrer Erzeugenden liegt; 
2) aus 3 linearen Complexen die Gleichung des Hyperboloids za 
finden, dessen eine Schaar der Erzeugenden diesen Complexen 
gemeinsam ist. Ki. 



^ 
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lüROTH. Ueber Polartetraeder und die Schnittcurve 
zweier Flächen zweiter Ordnung. Schlömilch z. xin. 

404-413. 

Die Arbeit ist bestimmt eine Lücke auszufüllen, welche sich 
B den Werken von Hesse und Salmon über Raumgeometrie befindet. 

Bei der Untersuchung der Schnittcurve zweier Flächen zweiter 
Ordnung kommt es nämlich auf die geometrische Interpretation 
ler Gleichungen an, welche das Verschwinden zweier simultanen 
nvarianten anzeigen, die sich zugleich auf eine eigentliche und 
ine uneigentliche Fläche zweiter Ordnung beziehen. In den 
ezeichneten Werken ist nun nur bewiesen, dass, wenn die 
•aglichen geometrischen Eigenschaften stattfinden, diese Invarian- 
-n in der That verschwinden. Der Verfasser ergänzt diese Be- 
achtung dahin, dass er zeigt, wie umgekehrt das Verschwinden 
ör letzteren zugleich die entsprechenden geometrischen Eigen- 
'haften bedingt. Ni. 

NNEPER. üeber die Bedingungen, dass 4 Punkte auf 
einem Kreise und 5 Punkte auf einer Kugelfläche liegen. 

Schlömilch Z. XIII. 261 u. 262. 

Siehe Abschn. VIII. Cap. 2. 
^AUTON. Solution of the question 2521. Educ. Times 

X. 63. 

Zwei Linien im Räume schneiden einen Kegelschnitt. Die 
radlinige Fläche, deren Erzeugende durch Gerade und Kegel- 
^hnitt gehen, ist vom zweiten Grade. 

^ALCKER. Solution of the question 2639. Educ. Times 

X. 62. 

Die Gleichung eines ümdrehungskegels wird durch drei Er- 
äugende bestimmt. 

'-AYLEY. Solution of the question 2553. Educ. Times 
IX. 55. 

Die Fläche yW+zW+xY-^2xyz=0 schneidet x'+y^'+z'^l 
^ 4t Kreisen. Untersuchung der Schnittcurve derselben Fläche 

:^it x'+y'+!!i' = r\ 

Fortschr. d. Math. 1. 2. \!l 



246 Vni. Abschnitt. Analytische Geometrie. 

Dale and Tomlinson. Solution of the question 2348. 

Educ. Times X. 28 u. 29. 

Bei einer Schaar von Kegelschnitten, welche 2 gegebene 
Linien in gegebenen Punkten berühren, schneidet die Canre 
dritten Grades, auf der die Brennpunkte der Kegelschnitte liegen, 
einen jeden in solchen Punkten, dass die Normalen in denselben 
durch den Durchschnittspunkt der beiden Linien gehen. 

Mc. Gay. Solution of the question 2559. Educ. Tim« 
IX. 62. I 

Von vier Oberflächen zweiten Grades geht jede durch drei 
von vier gegebenen beliebigen Linien. Die vier Pole einer Ebe« 
in Bezug auf diese vier Oberflächen liegen in einer Ebene. 



D. Besondere Curven und Flächen. 
Cremona. Sopra una certa faiinglia di superficie gobbe. 

Rend. d. Ist Lomb. (2). I. 89. 103. 

E. Beltrami. Sulla teoria delle cubiche gobbe. BendJ. 

Ist Lomb. (2). I. 130. 407. 

G. Bruno. Intorno ad alcune proprietä dell' elicoÜ 
sghembo a piano direttore. Atti di Torino ni. 194-200. 

A. Ribaucour. Sur une propriöt^ des surfaces envelopp» t 
de spheres. c. R. Lxvn. 1334. 

Siehe Abschn. VUI. Cap. 2. 

Painvin. Etüde analytique de la d^veloppable circoD- 
scrite ä deux surfaces du second ordre. 0. R. LXVH 

816-820. 

Chasles hatte 4 Arten derjenigen abwickelbaren Fläckei 
aufgestellt, die durch eine Tangente an 2 Flächen zweiten 6rii*| 
erzeugt werden (C. R. 1857. 1862). Der Verfasser hat dießges-l ä 
»chaften der dritten und vierten Art untersucht und theiltl* 
einige Resultate mit. 
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Schneidet eine Ebene die Gratlinie einer Abwickelbaren 
Iritter Art in 3 reellen Punkten, so schneidet sie in 2 reellen 
^unkten alle Kegelschnitte der Abwickelbaren, die von ihren 
Jerührungsebenen gebildet werden, und die 2 von ihr berührten 
[egelschnitte sind imaginär. Wird hingegen die Gratlinie nur in 
iinem Punkte getroffen, so schneidet die Ebene jene Kegelschnitte 
Q 2 reellen, alle übrigen in 2 imaginären Punkten; ausserdem 
berührt sie 2 reelle Kegelschnitte. 

Berührt eine Fläche zweiten Grades 7 Tangentialebenen der 
Abwickelbaren, so ist sie in letztere ganz eingeschrieben. 

Durch die gerade Durchschnittslinie zweier festen Tangential- 
ebenen der Abwickelbaren lassen sich unendlich viele in dieselbe 
eingeschriebene Flächen zweiten Grades legen. In Betracht einer 
beliebigen dieser Flächen sind die zwei Tangentialebenen con- 
ugirt. 

In einer Abwickelbaren vierter Art giebt es 2 eingeschriebene 
Kegelschnitte, deren einer eine Doppellinie ist. Zwei Kegel zweiten 
rrades gehen durch ihre Gratlinie, deren einer C die Abwickelbare 
oppelt berührt. Liegt ein Punkt auf der Ebene des doppelten Kegel- 
3hnitts, dann, und nur in diesem Falle, liegen alle Berührungs- 
unkte der Gratlinie, mit den durch jenen Punkt an die Abwickel- 
are gelegten 4 Tangentialebenen in derselben Ebene, und letztere 
eht durch die Spitze des Kegels 0. 

Durch die Durchschnittslinie zweier Tangentialebenen der 
bwickelbaren lässt sich eine und nur eine Fläche zweiten Grades 
igen, die in die Abwickelbare eingeschrieben ist; diese wird 
usserdem durch den Schnitt der 2 conjugirten Tangentialebenen 
eben. Sie berührt die Gratliuie in 3 Punkten, deren einer fest 
it, während die beiden andern conjugirt sind, und die Berührung 
Jt von der zweiten Ordnung. (Die Bedeutung des Wortes „conju- 
irt" entspricht der Note von Cremona C. E. LIV. p. 604). 

H. 

5h, Hansen. Lösning af Opgave 87. Tychsen Tidsskr. iv. 58. 

Beispiel der Bestimmung einer von Geraden erzeugten Fläche 
ebst Cubatur. H. 
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J. J. Walker. Analogues in space to a property of the 

parallelogram. Messenger IV. 144-146. 

Die algebraische Summe zweier Pyramiden von gemeinsamef 
Spitze über zwei anstossenden Seiten eines Parallelepipeds int 
gleich der Pyramide von derselben Spitze über dem Diagonal- T 
Parallelogramm mit der Durchschnittskante jener Seiten. 

Die Summe von drei solchen Pyramiden ist die Pyramide 
über dem Parallelogramm aus den vom Schnittpunkt der drei 
Basen ausgehenden Diagonalen in zwei beliebigen von dies» 
Basen. 

Liegt die Spitze der Pyramiden in einer der drei anstossenden 
Seiten/ so erhält man das Theorem der Momente. 

Die zwei Pyramiden von variabler gemeinsamer Spitze über 
denjenigen Dreiecken, welche die Endpunkte je dreier, von z^ei 
Gegenecken des Parallelepipeds ausgehenden Kanten verbinden, 
haben eine constante Differenz. H. 



Arthur Schondorff. Ueber die Minimalfläche, die von 
einem doppelt -gleichschenkligen räumlichen Viereck 

begrenzt wird. Göttingen, Kästner. 

Die Abhandlung ist eine von der philosophischen FakoMt 
der Universität Göttingen gekrönte Preisschrift und behandelt ft 
von derselben gestellte Aufgabe: 

„Unter den Flächen, welche zwischen den vier Schenkch 
zweier gleichschenkliger Dreiecke mit gemeinschaftlicher Baffl* 
ausgespannt werden können, soll die kleinste in der Weise be- 
stimmt werden, dass die Coordinaten eines in ihr gelegencÄ 
Punkts durch zwei unabhängig veränderliche Grössen mit Hülfe 
von bestimmten Integralen oder einfach gebauten Reihen 9ßSr 
gedrückt werden." 

Die Arbeit gründet sich wesentlich auf die Entwickelungen» 
welche ßiemann in der Abhandlung „Ueber die Fläche vom Weiß- 
sten Inhalt bei gegebener Begrenzung" Bd. 13 der Abhandl. te 
Königl. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen gegeben hat DasclW 
findet sich auch das Problem unter der besonderen Voraussetznuf 
behandelt, dass die Begrenzung ein räumliches Vierseit ist; w 
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•forschung der besonderen Formen, welche bei weiterer Speciar 
irung, nämlich bei der Bedingung , dass zwei Seitenpaare des 
umlichen Vierseits gleich sind, die Entwickelungen annehmen, 
: Gegenstand der vorliegenden Abhandlung. Seh. 

EMONNIER. Memoire sur leg surfaces dont les lignes 
de courbure sont planes ou sphöriques. Paris, Thunot. 

. DiNi. SuUe superficie che hanno le linee di curva- 

tura plane. Brioschi Ann. (2). I. 146-154. 

Die Abhandlung beschäftigt sich mit der Frage, welche wind- 
hiefen Flächen eine Schaar ebener Krümmungslinien aufweisen, 
kirnet (J. de l'Ec. Pol. cah. 35) und Joachimsthal (Borchardt 
LIV) haben nun zwar die allgemeine Gleichung der Flächen 
it ebenen Krtimmungslinien gegeben; aber unter der Voraus- 
^tzung, dass zwei gegebene simultane Diflferentialgleichungen 
tegrirt sind. Da aber die Form der Flächen wesentlich von 
äT Beziehung der Integrationsconstanten abhängt, und da diese 
itegration im Allgemeinen nicht ausführbar ist, so hat die obige 
rage ihre eigenthUmlichen Schwierigkeiten. Verfasser tiberwin- 
et dieselben nach einer von Wantzel, Bonnet und ihm selbst 
shon früher angewendeten Methode. Ist z = /"(a?, y) die Glei- 

tiiing einer Fläche mit ebenen Erümmungslinien und bedeutet, 

oz dz 

^e gewöhnlich p-^— ^ ?"p~" ^*^'' ^^ ^^^ dieselbe der par- 

ellen DiflFerentialgleichung Gentige zu leisten: 

(1.) pg {^a+gO-yi + P'+7}r 

-KCl +gO yi+p'+g'-Mi +P 0a+O+C l +p«) i\ +p'+g'} s 
+p.g.m{(l+p*)-m|/l + p- + 9»}< = 0, 

1 welcher m eine Constante bedeutet. Die verlangte windschiefe 
^äche werde nun durch die Bewegung der Geraden 

(2.) y = ax +il, !& = bx-{-B 
rzeugt, in deren Gleichungen a, A, b, B slIb Functionen einer 
ariablen a aufgefasst werden; dann entsteht die Frage, wie 
lüßsen diese Functionen geformt sein, damit die Gleichung (1.) 
arch die Gleichungen (2.) identisch erfüllt werde. Die Lö- 
in^ dieser Frage führt den Yeriasser zu dem Satze: „Das 
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einfächerige Rotations -Hyperboloid ist die einzige windschiefer^^ 
Oberfläche mit einer Schaar ebener Krümmungslinien.^ I '^ 

K. h 

A, Cayley. Note sur quelques torses sextiques. BrioscWlg^ 

Ann. (2). II. 99-100. L^ 



A, Cayley. Addition ä la note sur quelques torses 

sextiques. Brioschi Ann. (2). IL 219-221. 

-Die BeJnerkungen in obigen Arbeiten beziehen sich auf die 
abwickelbaren Flächen oder Raumcurven von der Form 

(ae- 46d + 3c0 '— 27 dace - arf'- b'e + 2bcd — c»)* = 0, 
worin (a, 6yc, rf, c), lineare Functionen der vier Coordinaltt 
(a?,y, Ä, *), durch die lineare Gleichung 

Aa + 4Bb + 6Cc + 4Dd + Ee = 
in Verbindung stehen. Die Eigenschaften der unter jener Form 
begriffenen Gebilde hängen von den invarianten Besonderheiten 
der Function (A, B, C,P,E^ r, \y ab. Seh. 

De la GoüRNERiE. Sur las lignes spiriques. C. RLXTL 

283-285. Mondes (2). XVL 305. 

Torusfläche (le tore) wird diejenige Oberfläche genaiat, 
welche durch Rotation eines Kreises um eine in seiner Ebene 
gelegene Gerade entsteht; die Schnittcurven, welche eine Ebene 
mit dieser Oberfläche bildet, heissen spirische Linien (lignes 
spiriques). lieber diese Linien finden sich Notizen von Quetelet 
(€orrespondance math^matique II), von Ghasles (AperQu historiqtie, 
note I) und von Bertrand (Journal des Savants, 1867). * Der Ver- 
fasser giebt in der oben bezeichneten Note einige neue Sätze 
über die spirischen Linien, welche die Anzahl derjenigen Toru»' 
flächen behandeln, welche durch eine gegebene spirische Linie 
gelegt werden können. Als Ausgangspunkt haben sie den Satz, 
dass durch eine jede spirische Linie sechs Tornsfläcdien gelegt 
werden können, welche paarweise zur^ Ebene der Curve symnie- 
tridch sind. 

Der Begriff der Torusfläche wird nun dadnrch erweitert, 
dass angenommen wird, die Botationsaxe habe eine beliebige 
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,umliche Lage zur Ebene des erzeugenden Kreises. Eine solche 
orusfläche wird senkrecht oder schief genannt, je nachdem die 
otationsaxe zur Ebene des erzeugenden Kreises parallel oder 
icht parallel ist. Da nun aber eine jede Oberfläche, welche durch 
mdrehung eines Kreises um eine Gerade entstanden ist, auch 
iirch Umdrehung mehrerer anderen Kreise um dieselbe Axe ent- 
;ehen kann (M^m. de Mannheim sur la cyclide. Nouv. Ann. 
360), so kann man jede Torusfläche als senkrecht betrachten, für 
eiche die Ebene irgend eines erzeugenden Kreises parallel 
er Umdrehungsaxe ist. Die letzten Sätze der gegenwärtigen 
ote betreffen solche senkrechten oder schiefen Torusflächen. Unter 
äderen Sätzen finden wir: Jeder ebene Schnitt einer solchen 
lache ist eine spirische Linie. Rotirt eine spirische Linie um eine 
eliebige in der Hauptebene gelegene Gerade, dann erzeugt sie im 
llgemeinen eine schiefe Torusfläche. Hauptebene ist diejenige 
ifcene genannt, welche die Symmetrie -Axe der spirischen Linie 
nthält und senkrecht zu deren Ebene steht T. 

)e la GouRNERiE. Sur une involution speciale du qua- 
tri^me ordre et son application aux lignes spiriques. 

C. R. LXVI. 832. 

r. Clerk Maxwell. On the Cyclide. Quart, j. ix. 111026. 

Die, kürzeste Definition jener Fläche vierten Grades, welche 
)yclide genannt wird, ist wohl die von Dupin gegebene, nämlich: 
)enkt man sich alle möglichen Kugeln, die irgend drei gegebene 
1 einer stetigen Weise berühren, so ist die einhüllende Fläche 
Her dieser Kugeln eine Cyclide. Der Name Cyclide rührt davon 
er, dass beide Systeme von Krümmungslinien dieser Fläche 
j-eise sind. Der Verfasser giebt nach einigen einleitenden Worten 
wei Methoden einer punktweisen Construction an, wovon die 
rste hier angedeutet sein möge. Eine Ellipse in der xy-Ehene 
abe die Gleichungen: x = c.coBa, y = yc^— 6'sina, ä = 0, wo 
; der excentrische, mit x und y variable, Winkel ist. Eine Hy- 
perbel in der j^is- Ebene habe die Gleichungen: 

a? = 6secÄ, y = 0, » = yc*— 6'tangjB, 
^0 B von ähnlicher Bedeutung, wie a. Ist nun P ein Punkt 
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der Ellipse, eiQ Punkt der Hyperbel, so ist 

PQ = csecB — bcosa. 
Nimmt man nun auf PQ einen Funkt R an, so dass: 

PR = r — fecos«, 
oder: 0ß = r — csecJB, 

wo r eine Gonstante ist, so wird, während a und B variiren, 11 
ein System von Punkten auf der Cyclide bilden. 

Der Verfasser gebt dann im weiteren Verlauf auf die GegtaH |Ki 
näher ein, definirt parabolisehe Gycliden, bei denen die genannten 
Kegelschnitte Parabeln sind, betrachtet ferner die Umdrehnng»- 
flächen , in die die Cyclide übergeht für 6 = und 6 = c (üd 
letzteren Falle zwei sich berührende Kugeln). Durch Inversion, 
wobei von einem festen Punkte Strahlen zur Cyclide gezogei 
und die reciproken Stücke abgetragen werden, entsteht wieder 
eine Cyclide, deren Parameter mit denen der ersten durch fol- 
gende Relation verbunden sind: 

r'—c' "" r"-c"' 

Es werden ferner die conjugirten isothermalen Functionen auf der 
Cyclide behandelt (siehe Lama über die isothermalen Functionen). 
Confocale Cycliden sind diejenigen, bei welchen die Kegelschnitte 
dieselben bleiben, und nur r variirt. Weiterhin wird die Glei- 
chung der Cyclide hergeleitet: 

+ 86cra? + (c'-6y = 0. 
Zum Schluss wird noch eine mechanische Construction angegeben 

Mz. 

O. Hermes. Ueber eine Gattung von gradlinigen Flächen 

vierten Grades. Berlin 1868. Festschrift 

Die Flächen, um welche es sich handelt, werden von einer 
Geraden erzeugt, welche auf einem Kegelschnitt und zwri 
Geraden hingleitet, die der Ebene des erstem parallel sind. Sie 
bilden eine von den Formen der Begrenzung eines unendlich 
dünnen Strahlenbüschels, auf welche Kummer in den Berliner 
Monatsber. 1860. p. 469 die Aufmerksamkeit gelenkt 
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Die Flächen sind vom vierten Grade und werden von hy- 
rbolischen Cylindem umschrieben, die transversal zur Axe des 
-ahlenbUschels gerichtet sind, und hier unter dem Namen Profil- 
linder eine besondere Beachtung erfahren. In Betreff des Um- 
tndes, dass sie von niederm Grade als die Fläche sind, wird 
rgängig bewiesen, dass diese EigenBchaft auch bei Flächen be- 
biger Grade fllr jede Richtung der Cylinderseite gilt, wenn die 
diogung für eine erfüllt ist, Flächen nämlich, deren geordnete 
eichungen nur aus homogenen Termen in Bezug auf x, y und 
lem von a?, y jBreien Term bestehen. 
Ist der Kegdschnitt ein Kreis 

d sind 

y = ^mx, « = +« 
5 Gleichungen der geraden Leitlinien, so ist 

3 3 

^ Gleichung der Fläche. 

Mit ihr wird eine Fläche fllr imaginäre Leitlinien in Ver- 
ödung gebracht, die aus ihr durch Substitution von im, ia für 
» a hervorgeht. Die Querschnitte z = const. beider Flächeli 
ad Ellipsen. Deren Flächeninhalt variirt nur in einem Factor, 
'I eine quadratische Function ihres Abstandes ist. 

Die Profilcylinder in den Richtungen der x und y haben für 
^ide Flächen die Gleichungen: 

y^ m^z^ __ a?' ^^ __ i 

re Berührungspunkte mit den Flächen liegen beziehungsweise 
Lf den Paraboloiden 

xy = + ^ — — 

ma 

üf die Eigenschaften der Querschnitte und der Profilcylinder wird 
messlich die Definition der behandelten Flächen gegründet. 

H. 

'HEMONA. Sopra una certa curva gobbo di quart' ordine. 

Bend. d. Ist. Lomb. (2). I. 199. 
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C. NivEN. On some Theorems connected with the Wave- m 

Surface. Quart. J. IX. 22-24. 



Ableitung einiger bekannten Eigenschaften der Wellenfläche. 

0. 

Eduard Hutt. Die Quadratur der parallelen Oberfläche 
der Elasticitätsoberfläche. Pr. R. Tilsit. 



l 






c. 



Die Berechnung der Formel für das Flächenelement 
parallelen Oberfläche einer beliebigen Fläche zeigt, dass die 
Formel für die Quadratur der parallelen Oberfläche aus drei 
Theilen besteht, deren jeder beziehentlich der 0***", 1**^" und 2"* 
Potenz der Strecke l proportional ist, um welche die parallele 
Oberfläche von der gegebenen entfernt ist. Der erste Thelli^ 
dier Oberfläche der gegebenen Fläche, der zweite kann als Po- 
tential der gegebenen Fläche auf einen um die Einheit entfernteit 
Punkt angesehen werden, wenn die Dichtigkeit der Masse eine 
gegebene ist, der dritte ist die Oberfläche einer Kugel vom Radii 
1. Diese Resultate werden nun auf die Elasticitätsoberfläche: 
aW+bY+cV = (ix''+y'+zy angewandt. Die Ausfiihrungte 
Quadratur der Elasticitätsoberfläche geschieht nach EinfUhnoi ^ 
von Polar-Coordinaten durch Anwendung von zwei neuen Hill 
veränderlichen, welche mit den Polarcoordinaten im Zusamm* 
hange stehen, wie es Jacobi angegeben hat. Die Integratioii 
nach der einen Hilfsveränderlichen ist algebraisch ausführbar, 
die Integration nach der andern führt auf ein elliptisches Integral 
Der Endwerth. der Quadratur ist dann der auch schon von JacoK 
angegebene (Grelle J. XXXIX). Die Ermittelung, des zweite» 
Gliedes der Quadratur der parallelen Oberfläche föhrt liai 
vielen Reduktionen und nach Einführung von Polarcoordinatei 
auf drei Integrale, die eine geometrische Deutung gestatten. W 
erste derselben ist die vierfache Quadratur einer zweiten Elarii' 
citätsoberfläche , deren A<5hsen beziehentlich die Quadratwuneh 
der Achsen der gegebenen Elasticitätsoberfläche sind, das zweite 
ist das Potential eines gewissen Ellipsoides in Beziehung auf 
seinen Mittelpunkt, das dritte ist der Rauminhalt dieses Ellipsoides 
multiplicirt mit dem Factor: 3(a'6'+a'c'+6»c0. Der Werth 
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iden ersten Integrale ergiebt sich aus den früheren Integrationen, 
r des dritten wird auf zwei Weisen ermittelt: einmal durch 
Ifsveränderliche wie vorher, und dann auch auf dem einfachsten 
ege durch Reduetionen. Die gewonnenen Resultate hat man 
n zu addiren, um die Quadratur der parallelen Oberfläche der 
asticitätsobei fläche zu erhalten. T. 

NiEMTscHiCK. Directe Beleuchtungs-Constructionen 
für Flächen, deren zu einer Axe senkrechte Schnitte 
ähnliche Ellipsen sind. Wien. Ber. LVir. 678-692. 

Hoppe. Surfaces ^galement illuminöes. N. Act. ups. 

(3). VI. 2. 

Alle Oberflächen, welche durch Lichtstrahlen, die von einem 
mkte ausgehen, in ihrer ganzen Ausdehnung gleich stark be- 
ichtet werden, lassen sich unter gemeinsamer Form darstellen. 
5r Herr Verfasser drückt den Radius vector, den leuchtenden Punkt 
s Pol eines Polarcoordinatensystems betrachtet, durch zwei Glei- 
ungen als Function der Winkel aus, welche zur Transformation 
r rechtwinkligen Coordinaten in Polarcoordinaten dienten; eine 
ilfsveränderliche giebt den Zusammenhang zwischen den beiden 
inkeln. In speciellen Fällen erhält man als gesuchte Fläche 
ae Rotationsfläche, deren erzeugende Gurve eine Lemniscate ist, 
enn der leuchtende Punkt sich in ihrem Knoten befindet. 

T. 

, BuRMESTER. ücber Isophoten. (Linien gleicher Licht- 
intensität.) Schlömilch Z, XIV. 227. 

Der Verfasser giebt als Vorläufer eines über diesen Gegeü- 
and zu veröflfentlichenden Werkes hier die allgemeinen Glei- 
lungen der Isophoten, dann die Constructionsmethoden für die 
•ojectionen dieser Linien für Rotationsflächen, Schraubenflächen 
id Conoidflächen, und entwickelt verschiedene Eigenschaften 
38er Curveh. Ni. 

u»E. Solution of the question 2382. Bduc. Times x. 67. 

Auf öiner Curve vierten Grades Q ist ein Punkt P gegeben, 
e 10 toü diesem aus an Q gezogenen Tangenten mögen Q in 
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den Punkten (<) berühren, in den Punkten (r) schneideo. Dann 
liegen (0 auf einer Curve dritten Grades K; (r) auf einer Curvc 
vierten Grades l/, welche in P einen Osculationspunkt hat, uni 
Ä" in P und in noch 4 andern Punkten berührt. 
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Capitel 4. 
Abbildung. 
K. Von der Mühll. lieber die Abbildung von Ebenen 

auf Ebenen. Borchardt J. LXIX. 264-285. 

Die hier gelöste Aufgabe ist: Eine Ebene auf einer Ebene 
nach Aehnlichkeit der Elemente so abzubilden, dass ein Systet 
paralleler Geraden in ein System gegebener algebraischer Curm 
übergehe, unter der Voraussetzung, dass die Gleichung derselbe! 
linear in den Parametern des Systems sei. Unter diesen Pa» 
metem sind disponible Functionen eines Parameters zu verstehdi 
welche erst durch die Lösung ihre Bestimmung finden. 

Sind ty u die rechtwinkligen Goordinaten im Origmal, T, ^ 
im Bilde, so sind die Beziehungen zwischen ihnen: 

T+iü=: Kt + iu), 

T— tü = 9)(f— IM). 
Bild der Geraden t = const. sei die Curve 

Fcr, r,c,,c;,...a) = o, 

linear in C, , C, , ... C«, welche als Functionen von t za bfr 
trachten sind. Nach Elimination der letztem resultirt stets eise 
Gleichung in der Form: 

wo die F Functionen von t-\-iu, die tf> von I— ti* sind. DirÜW 
man durch Fj 0, und diflferentiirt, so erhält man dieselbe Fom 
wieder, reducirt auf ein Termpaar weniger, bis nur eins W 
bleibt, welches dann leicht zu integriren ist Geht man vos"* 



ft 
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B zurück, so lassen sich die sämmtlichen Functionen nach ein- 
der durch eine sehr einfache Integration bestimmen, und man 
Hält zuletzt n lineare Relationen zwischen den F und ebenso- 
^le zwischen den 0, zusammen mit nn unabhängig willkürlichen 
astanten Coefficienten. Dabei ist Voraussetzung, dass keiner 
r Divisoren Null sei. Jeder entgegengesetzte Fall giebt eine 
sondere Lösung, die für sich zu untersuchen ist. Es folgen 
lige Anwendungen. 

Die Aufgabe für den Kreis war von Lagrange schon gelöst. 
ir ein System confocaler Kegelschnitte 



giebt sich: 

2T = sin (t + iu) + sin (^ — im), 
2iU = sin (< + *^) — sin Qt — m). 

Nach Vorwegnahme dieser zwei besondern Fälle wird nun 
e Gleichung zweiten Grades mit fünf disponibeln Coefficienten 
- Grunde gelegt, und die Lösung in voller Allgemeinheit 
itersucht, was eine umfangreiche Discussion erfordert. Die be-. 
•ndem Lösungen, welcher dem Verschwinden der vier Divisoren 
itsprechen, werden zuerst untersucht, und es wird alsdann be- 
lesen, dass ausser ihnen keine möglich sind. Die Resultate sind 
Igende. Der ersten Lösung 

itspricht ein System von Kreisen. In der zweiten 

fdt + iu) = A y'i - c»ya+»«)+« -f A^ 

ilden die Curven u = const. ein System confocaler Lemniscaten, 
'eiche von einem System gleichseitiger Hyperbeln, die durch den 
»rennpunkt der Lemniscaten gehen, orthogonal geschnitten wer- 
311, Die dritte 

f(t + tu) = Ae'O+i^^ + A, e-^C^+««) + A, 

3llt ein System confocaler Kegelschnitte dar, welche bei stetig 
^schwindendem c in Parabeln übergehen. Die vierte 

f(t + iu) = .4e2»y('+<«) + A, e»yC<+t«) + a^ 
fert für A=:A^y -4» = ein System von Parabeln, r^chtwink- 
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lig geschaitten von Curveu vierten Grades, für A^ = ein System 
coneentrischer Kreise und der Kadien. 

Hier ergiebt sich immer cp aus f als conjugirter Werth, wo- 
bei die A und a als imaginär, die c und y als reell zu betrach- 
ten sind. H. 

A. Clebsch. lieber die Flächen vierter Ordnung, welche 
eine Doppelcurve zweiten Grades besitzen. Borchardt 

J. LXIX 142-147. Berl. Monatsber. 1868. 

Die Möglichkeit, eine Fläche dritter Ordnung auf einer Ebene 
eindeutig so abzubilden, dass die ebenen Schnitte sich als Gurren 
dritter Ordnung darstellen, welche 6 Punkte, die Abbildungen 
von 6 sich nicht schneidenden Geraden, gemein haben, beruht auf 
d$m Umstände, dass die Goordinaten eines beweglichen Punktes 
der Fläche sich als Functionen dritter Ordnung von drei homogen 
auftretenden Parametern darstellen lassen, welche für 6 Werth- 
systeme dieser Parameter gleichzeitig verschwinden. 

Herr Glebsch geht nunmehr in vorliegender Abhandlung znr 
Untersuchung derjenigen Oberflächen über, deren Goordinaten siel 
ebenfalls durch Functionen dritter Ordnung darstellen: 

welche aber nur für 5 Werthesysteme der | gleichzeitig ver- 
schwinden. Dieselbe lässt sich, wie ersichtlich, gleichfalls auf 
einer Ebene eindeutig abbilden, ist aber von der vierten Ordnung 
und enthält eine Doppelcurve zweiten Grades. Aus der Abbil- 
dung geht hervor, da^s die Fläche im Allgemeinen 16 Ge]:adei 
10 Kegelscbnittschaaren und viele andere Besonderheiten enthätt, 
deren Entwickelung in der Arbeit erfolgt. Jene AbbildungsüÜuj;- 
keit kommt aber jeder Fläche vierter Ordnung zu, welebe eiiMI 
Kegelschnitt als Doppelcurve enthält, so dass in der That die ||| 
obigen Gleichungen, sowie alle die mannigfachen aus d^nselb^ 
entwickelten Eigenschaften denjenigen Flächen zukommen, li)it|fi 
denen Herr Kummer sich bereits früher beschäftigt hat. 

Seh. 



Capitel 4. Abbildung. 259 

L. Cremona. Rappresentazione di una classe di super- 
ficie gobbe sopra un piano, e determinazione delle loro 

CUrve assintotiche. Brioschi Ann. (2). I. 248-259. 

Der Verfasser zeigt zuerst, dass zur Darstellung einer krum- 
men Oberfläche, Punkt fllr Punkt, auf einer Ebene es nothwendig 
und hinreichend sei, dass die Oberfläche von nuUter Gattung ist 
(d. h. dass die Erzeugenden durch rationale Functionen eines 
variablen Parameters bestimmt werden). Er geht dann zur Be- 
trachtung solcher krummen Oberflächen über, die zwei gerade 
Leitlinien M und JV haben; die Multiplicitätsgrade dieser Leit- 
linien seien resp. m und n; die Fläche ist dann vom (m + n)*^*^ 
ßrade und, da sie nullter Gattung sein muss, besitzt sie (m-i)(n-l) 
doppelte Erzeugende. Die Leitlinie M werde nun in einer Ebene 
[x, y, z seien die Dreieckscoordinaten) durch die Gerade 0(15=^0) 
dargestellt; JV durch die dem Punkte 0{x = y = 0) unendlich 
nahen Punkte; die m Erzeugenden der Fläche, die von einem 
und demselben Punkte P von M ausgehen und mit JV in derselben 
Ebene enthalten sind, entsprechen dann m Geraden des Strahlen- 
büschels 0; diese treffen Ginm Punkten, welche alle dem Punkte 
P entsprechen. Alle analogen Gruppen von m Punkten auf G 
bestimmen eine Involution m**^" Grades, die projectivisch derjenigen 
ist, welche die Gruppen von m Tangentenebenen in den verschie- 
denen Punkten von M bilden. Die 2(m— Doppelpunkte der 
Involution entsprechen den Cuspidalpunkten der Oberfläche in 
V, d. i. denjenigen Punkten von itf, in denen zwei Erzeugende 
nisammenfallen. Längs dieser 2(m~ l)singulären Erzeugenden 
vird die Oberfläche durch ebenso viele Ebenen, welche durch JV 
fehen, berührt. Auf analoge Weise bilden die Geraden des 
Itnahlbüschels eine Involution w**"" Grades, indem nämlich eine 
iruppe von n Geraden den n Erzeugenden der Fläche entspricht, 
ie von einem Punkte auf JV ausgehen und mit M in einer 
Ibene liegen. Diejenigen dem Punkte unendlich nahen Punkte, 
ie auf den Strahlen dieser Gruppe liegen, entsprechen alle zu- 
ammen dem Punkte Q. Ueber Doppelpunkte gilt Aehnliches, 
^ie vorher. Der Verfasser geht dann zur Darstellung eines 
l>enen Schnittes der Fläche über, die nach den angegebenen 
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Principien erfolgt. Hierauf bestimmt er die asymptotischen Gunea 
der Fläche, d. i. die Curven, deren Tangenten osculirende Gerade 
der Fläche sind, und kommt zu folgenden Resultaten: 

1) Die asymptotischen Curven einer krummen Fläche [m,n\ 
welche zwei verschiedene gerade Leitlinien hat, sind algebraiad 
und von der Ordnung 2(m+w — i), — und treffen dieLeitlinia 
in den bezüglichen Cuspidalpunkten. 

2) Die asymptotischen Curven einer krummen Fläche [m,f 
welche zwei coincidirende Leitlinien hat, sind algebraisch, ?< 
nuUter Gattung und von der Ordnung 2m -f-« — 2. Mz. 

De JoNQUiERES. Röponse a une Observation pr^sen 
dans le Giornale di Matematiche. Nouv. Ann. (2). vil. 

Herr de Jonquiöres berichtigt zunächst ein früher von i 
benutztes Lemma und setzt an Stelle desselben folgenden 
Bei jeder Frage, welche sich auf die projecti vischen Eigenschaftei 
einer einfach unendlichen Schaar von ebenen Curven oder krum- 
men Oberflächen vom Index fi bezieht, ist die Anzahl der Lö- 
sungen im Allgemeinen das ^-fache von der Anzahl der Lösangei 
für eine Schaar von demselben Grade, aber vom Index 1. (Der 
Index giebt die Zahl der Curven oder Flächen an, die durch einei 
Punkt gehen). B. 

K. VON DER MüHLL.^ üeber ein Problem der Kartenpro- 

jectioil. Habilitatiousschrift. Leipzig, Teubner 1868. 

Eine Hauptaufgabe dieser Theorie ist: Die Theile eioff 
Ebene so auf einer andern Ebene abzubilden, dass die Äbbildon; 
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich sei, und dw 
femer ein System paralleler Geraden in der abzubildenden Ebew 
durch ein System bestimmter Curven in der Bildebene abgebildet 
werde. 

Der Verfasser nennt ^ u die rechtwinkligen Coordinatefl 
eines Punktes in der abzubildenden Ebene; T, U diejenigen 
des entsprechenden Punktes in der Bildebene. Dann müssen die 
Relationen bestehen: 

T+iU = fQt + iu), T-%U=^(p(t-%u), 
wo t=/— 1 , ferner /*und gp conjugirt imaginäre Functionen ^ 
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nit T und U reell werdeu. Die allgemeine Gleichung der 
rven, welche Bild der Geraden t = const. sein sollen, sei : . 

(F) F(7;£^,C„C.,...C.) = 0, 
C, , C, , ... Cm, die Parameter der Curven, von < abhängen, 
sie für ( = const. constant werden. Man substituire nun in der 
ichung (F) für r K<+»»)+yC M») „„^ f^, jjf(.Mu)-g>(t-iu-)^ 

erhält man eine identische Gleichung in i und u, ferner durch 
lalige Differentiation m-f-l Gleichungen, aus denen Cj, 0,, ... Cm 
linirt werden können. Alsdann resultirt eine Differentialglei- 
ng m*®"* Ordnung zwischen f und qp. Der Verfasser behandelt 
$e noch weiter und dann als specielle Fälle diejenigen; wo 
ißhung (F) Kreise, confocale Kegelschnitte und Kegelschnitte 
rhaupt ausdrückt. Mz. 



Capitel 5. 
Strahlensysteme. 

c. Reye. Lehrsätze über das Strahlensystem erster 
Ordnung und erster Classe und den linearen Strahlen- 

COmplex. Borchardt J. LXIX. 365-369. 

Zusammenstellung einer grossen Anzahl formeller Resultate 
□le Erklärung und Nachweis. H. 



^nschr. d. Math. I. \% 
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Allgemeines. 

W. J. Macquorn Rankine. On the approximate 
wing of circular arcs of given lenghts. ßep. Brit 

1868. Mondes. (2). XVI. 158. 163. 

Auf sehr einfache Weise werden folgende Aufgaben gi 

1. Von einem gegebenen Punkte auf gegebenem £ 
einen Bogen von gegebener Länge angenähert abzuscbneidi 

2. Einen Kreisbogen von gegebener Länge augenäbe 
zeichnen, der eine Grade in einem gegebenen Punkte bei 
und dessen Sehne einem gegebenem Winkel entspricht. 

n. Eine grade Linie zu ziehen, die annähernd einen 
gebenen Kreisbogen gleich ist. 

Die Fehler sind bei allen Lösungen sehr gering. 
Die Arbeit findet sich auch Phil. Mag. XXXIV. 1867. 

0. 

H. Grassmann. Verschiedene mathematische Bemerl 

gen. Angenäherte Konstruktion von n. Grunert 
XLIX. 3. 

Es wird, geometrisch eine Linie von der Länge SxVy 
struirt. . M. 

HiRST. Parole sull' introduzione agli Elementi di Geoi 
tria del prof. Wright. Battagl. G. VI. 369-370. 
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E. Buch WALD. Lösumg af Opgave 172. Tychsen Tidsskr. 
IV. 159. 160. 

L Hoffmeyer. Lösning af Opgaverne 173. 180. Tychsen 

Tidsskr. IV. 15. 33-40. 

W. Walton. A demonstration of a proposition in 
Euclid's elements. Quart. J. ix. 24i. 242. 

Aufgaben und Sätze über Dreiecke. H. 

Cayley. A „Smith's Prize" paper, questions 11. 12. 13. 

Messenger IV. 217-220. 

Der erste Artikel enthält das Theorem ad quatuor lineas, 
las Pascarsche und das der anharmonischen Relation von vier 
Punkten in gegenseitiger Verknüpfung; — der zweite den Satz: 
Fede Gerade durch den Mittelpunkt eines von zwei orthotomischen 
Bjreisen schneidet beide harmonisch — und dessen Zusammenhang 
nit einem allgemeinern Satze; der dritte einen Satz betreffend 
Transversalen flir fünf Gerade. H. 

L W. CuNNiNGHAM. Note on the history, methode and 
technological importance of descriptive geometry. 

Phil. Mag. (4). XXXVL 301. 

Bellavitis. Lezioni di geometria descrittiva. Padova. 
Chelini. Compte rendu sur: Catalan, Elements de göo- 

m6trie. Boncompagni Bull. I. 54. — Nouv. Ann. (2). VII. 54. 

Dietrich. Mathematische Abhandlung über einige geo- 
metrische Constructionen. Pr. GreiflFenberg. 

V. Hülsen. Die Elemente der harmonischen Theilung 

grader Linien. Pr. G. Naumburg a. s. 

\ ScHLÖMiLCH. Ein geometrisches Paradoxon. Schlömilch 

Z. XIIL 162. 

Ein Schachbrett kann man in vier, zu je zweien congruente 
tticke zerlegen, die sich anscheinend zu einem Rechteck mit der 
Handlinie 5 und der Höhe 1 3, zusammensetzen lasaen. M. 

18* 
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Grünert. Erster und zweiter Nachtrag zu der Abhand- 
lung: Betrachtungen über das ebene Dreieck in Arch. 

XLV. Grunert Arch. XLVIII. 465-471. 471-479. 

In dem ersten Nachtrage werden Beziehungen aufgestelll 
zwischen drei von den Ecken ausgehenden Transversalen, die 
sich in einem Punkte schneiden; im zweiten werden trigonome- 
trische Formeln über die Dreieckswinkel hergeleitet. No. 

Grunert. üeber zwei merkwürdige Punkte des Dreiecks. 

Grunert Arch. XLVIII. 37. 

Fassbender. Les angles que les cöt6s du triangle forment 
avec leurs lignes de gravite respectives. Grunert Ard 

XLIX. 115. 

Trigonometrischer Beweis des Satzes: Sind a, /J, y dieWinkd, 
welche die Seiten eines Dreiecks mit den Halbirungslinien der 
Gregenseiten machen, so ist: 

cotga + cotg/?+ cotgy = 
oder cos(a-f /?+y) = coscr.cos/?.cosy. 0. 

P. Hackel. Zwei Beweise des von Herrn Professor 
Fassbender im Archiv Thl XLIX S. 115 mitgetheill 

Satzes. Grunert. Arch. XLIX. 346-351. 

Die Arbeit enthält einen trigonometrischen und einen analf 
tischen Beweis des bereits oben angeführten Satzes. 0. 

E. Sachse. Ueber den im Archiv XLII, 229 behandel- 
ten Lehrsatz. Grunert Arch. XLVIII. 358-361. 



Der in dieser Notiz neu bewiesene und erweiterte Satz 
Wenn in einem Dreiecke der Winkel A doppelt so gross itii^ 
als der Winkel B, so ist Seite a die mittlere Proportioitfh f t 
zwischen b und 6-f c. No. 



A k 

E. Sachse. Ueber den Zusammenhang der Seiten ^^ . 
regelmässigen Fünf- und Zehnecks und des Eadio*- 

. Grunert Arch. XLVIII. 354-357. 

Diese Mittheilung enthält mehrere einfache Beweise ^ 






\ 
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Euklidischen Satzes, dass das aus den Seiten des regelmässigen 
Fünf-, Sechs- und Zehnecks gebildete Dreieck rechtwinklig sei, 

No. 

A. Hall. Gauss' proof that the middle-points of the 
three diagonals of a complete quadrilateral lie in a 

right line. Messenger IV. 137. 

Im Ganzen kommen 9 Punkte in Betracht: die 6 Ecken des 
Yierseits und die 3 Mittelpunkte seiner Diagonalen, Von den 6 
Ecken liegen 4 mal 3 in gerader Linie; dies giebt 4 Gleichungen 
zwischen den Coordinaten der 6 Ecken; durch Addition dieser 4 
Gleichungen ergiebt sich eine fünfte, welche den Satz ausdrückt. 

Mz. 

LioNNET. Solution de la question 701. Nouv. Ann. (2). 

VII. 285-288. 

Beweis einiger Sätze über Polygonwinkel (siehe auch p. 158). 

0. 

J. Badon Ghyben. Beschouwing von den regelmatigen 

257-Hoek. Versl. en Mededeel. (2). IL 1-34. 

BouRGET ET B ARBiER. Hexagramme de Pascal. (Question ' 

842.) Nouv. Ann. (2). VII. 185-187. 

6. Dostor. Propri^t^s nouvelles du quadrilatäre en 
g^n^ral avec application aux quadrilatäres inscriptibles, 

circonscriptibles. Grunert Arch. XLVm. 245. 

In diesem ausführlichen Aufsätze findet man einige Lehrsäte 
über das Viereck, sowie eine bedeutende Menge von Formeln, 
die für practisches Rechnen von Nutzen sein können. Nur scheint 
die Eintheilung der Vierecke in convexe (convexe), solche mit 
einem einspringenden Winkel (ä Tangle rentrant), und ttber- 
Bchlagene Vierecke (6toil6) deshalb unthunlich, weil sehr viele 
Formeln eines geänderten Vorzeichens wegen wiederholt werden, 
Während diese Abweichungen doch ohne Weiteres ersichtlich sind. 
)b überhaupt das tiberschlagene Viereck den beiden anderen 
leicbgeordnet werden kann, ist wohl zweifelhaft. No. 



ÄS 
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Hessel. Beweis des Satzes: Wenn n eine ganze Zahl 

i 

ist, so ist cos — 360" nur dann rational, wenn die Zahl 

n bei gradem Werthe nicht grösser als 3 ist, Granert 

Arch. XLVm 81-96. 

Die Grundzüge des Beweises für ein gerades n sind fol- 

1 

gende: Ist cos — 360^ rational, so kann man, da mit cosa aucli 

n 

cosma und sinma rational ist, die kleinste Zahl r bestimmen, 

fH TU ' 

welche rcos — 360° und rsin — 360** ganzzahlig macht. Zeichnet 

man nun in ein quadratisches Netz, in dem die Quadratseiten die 
Länge 1 haben, um einen Eckpunkt mit dem Radius r einen 
Kreis und theilt den Umfang in n Theile, so werden nach der 
obigen Bemerkung die Theilpunkte Ecken des Netzes sein. Die- 
jenigen Punkte, welche die geometrische Summe des X**" und 

Ä + -^ — 1 ) Theilpunktes darstellen, werden also ebenfallß 

Ecken des Netzes sein und zugleich Eckpunkte eines regel*!^ 

massigen w- Eckes vom grossen Radius 2r sin — 360. Es darf 

daher n nicht grösser als 6 sein, weil der Radius des zweiten.] 
«-Ecks gegen die Voraussetzung kleiner als r wäre. Der Be 
weis für ein ungerades n folgt hieraus unmittelbar. 

Der Verfasser giebt den Beweis in ziemlicher Ausführlich- 
keit. Es scheint ihm dabei auf die Einfllhrung einiger neuen 
Begriffe, wie holometrischer und logometriseher Punkte, anzu- 
kommen, d. h. solcher Punkte, welche in dem quadratischen Netze 
ganzzahlig-, bezüglich rational -angebbare Coordinaten haben. 

. No. 

M. Rankine. Sur les polygones r^guliers isop^rimetres. 

Mondes (2). XVI. 162. 

Siehe auch Phil. Mag. (4). XXXIV. 365. 1867. 
H. Perigal. Sections polygonales du cercle. Mondes (S) 

XVI. 200. 
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. NiEBYLOWSKi. Solution de la question 437. Nouv. 

Ann. (2). VH. 37-39. 

In einem Kreise ist Über dem Badius ein zweiter Kreis 0^ 
schrieben. Lässt man um 0^ rollen, so ist der geometrische 
•t irgend eines Punktes von eine PascaVsche Spirale, die 
iveloppe einer Gerade, die unveränderlich mit verbunden ist, 
Q Kreis. 

• Lucas. Deux th^orfemes de g^om^trie. Mondes (2). 

XVm. 476. 

1) Es sei der Mittelpunkt eines imaginären Kreises vom 
idius R^—l in der Ebene P. Errichtet man in eine Nor- 
ale zu P und macht sie nach beiden Seiten gleich R, OA, OA', 
»ist die Entfernung des Punktes A' bis zu irgend einem Punkte 
5r imaginären Peripherie gleich null. 

2) Es seien 2 imaginäre Punkte von der Entfernung 2Ä|^— 1, 
3ren Mitte in auf der Geraden D liege. Legt man in die 
i D normale Ebene und beschreibt in ihr um einen reellen 
reis vom Radius R, so ist die Entfernung jedes Punktes dieses 
reises bis zu einem der beiden imaginären Punkte identisch 
lU. 0. 

. JuNGHANN. üeber Transversalebenen des Tetraeders. 

Pr. d. R. Perleberg 1868. 

. Janni. Dimostrazione di un teorema di geometria 
elementare. Battagl. G. IV. 371 u. 372. 

Beweis eines Satzes von Catalan über die Gleichheit von 
Tamiden. 0. 

EiNZB. Die halbregelmässigen Körper. Pr. Oöthen 1868. 

Die halbregelmässigen Körper (begrenzt von regulären con- 

uenten Figuren verschiedener Art, welche congruente Ecken 

Iden) werden ohne sphärische Trigonometrie in präciser und 

jganter Sprache abgehandelt. Die Arbeit des Verfassers liefert 

len schätzenswerthen Beitrag zur Schulliteratur. 

K. 
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A, Baukr. Ueber den Obelisken und das Prismatoid. 

Schlomilch Z. XIII. 110. 

Nach einer brieflichen Bemerkung an den Herausgeber kann 
das Prismatoid als ein specieller Fall des Obelisken angeselusD 
werden. H. 

J. B. Listing, üeber einige Anwendungen des Gensus- 
theorems. Grunert Arch. XLVIIL 186. 

Nachdem Euler seinen auf Polyeder beztigliehen Satz ge* 
funden hatte, der aber nur für Körper gilt, die einer gewissei 
Beschränkung unterworfen sind, gaben Lhuilier und Gaacby bä 
gleichzeitig diesem Satz eine Erweiterung. Das Gensus-Tbeorei 
untersucht die Bestandtheile eines räumlichen Complexes. AuM 
den Punkten, Linien, Flächen, Räumen, betrachtet es gewisM 
Attribute dieser Bestandtheile, die Cyclose oder den cykliseliei 
Zusammenhang; die Periphaxis oder allseitige Umschliessimg. 
Nach Hinzuziehung dieser Begriffe wird eine sehr einfache Gkh 
chung für jeden räumlichen Gomplex aufgestellt, die die Euler^- 
sche Formel nebst ihrer Erweiterung umfasst Es wird eineAi- 
wendung auf einen Linearcomplex im Baume, auf cyklisiie 
unter sich beliebig verschlungene und verknotete Linien gegebta 

No. 



El 



GiGON. Bericht Über: „Jacob Steiner' s Vorlesungen üb« 
synthetische Geometrie, bearbeitet von Geiser und 

Schröter'^. Nouv. Ann. (2). VII. 232-234. 

K. V. OTT. Grundzüge der neueren Geometrie oder 
Geometrie der Lage. Pr. Prag, 1868. 

In dem Büchlein, von dem die zweite Auflage bereits ersebi^ 
neu, verfolgt der Verfasser den Zweck, durch populäre Entwicko- 
lung der Grundzüge der neueren Geometrie seine SchfUer mit des 
Elementen dieser Wissenschaft vertraut zu machen und sie lüef 
durch zum Studium der dieselbe aufbauenden Originalweito 
vorzubereiten. Wissenschaftlich Neues giebt das Büchlein nicki 

Seh. 
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Th. Rete. Die Geometrie der Lage. 2 Bde. Hannover, 

Bämpler. 

In dem umfangreichen Werk, welches zwei Bände umfasst, 
werden in Form von Vorträgen die Elemente der Geometrie der 
Lage in ihrem ganzen Umfange entwickelt und die reichhaltigen 
Ergebnisse neuerer Forschung in organische Verbindung gebracht, 
kdem sich der Verfasser in gewissem Grade dem Lehrgange des 
Werkes von v. Staudt „Geometrie der Lage" anschliesst, also die 
Erkenntnisse in dem Gebiete der Raumwelt wesentlich auf geo- 
metrische Anschauung gründet und alle mehr oder minder 
complicirten Rechnungen in seinen Entwickelungen vermeidet, 
unterscheidet sich die Methode, die er verfolgt, wesentlich von 
derjenigen, die mit algebraischen Formen wie mit räumlichen 
Gebilden operirend auch das Imaginäre in den Kreis der Betrach- 
tungen zieht. Dieses findet in dem Werke keine Stelle, wodurch 
freilich, wie es nicht anders sein kann, ein verbindendes Band 
zwischen den Gebilden verloren geht und der Charakter der All- 
gemeinheit den Sätzen zuweilen schwindet. Mit entschiedener 
Strenge hat der Verfasser die metrischen Relationen vermieden, 
und wo sie den Gebilden characteristisch und bedeutsam sind, 
sind sie als Anhänge oder in besonderen Gapiteln beigefügt, ohne 
dass die weitere Entwickelung sich darauf stützt. 

Nachdem in den ersten Vorträgen zunächst von den 6 Grund- 
gebilden der neueren Geometrie (das gerade Gebilde, der Strahlen- 
büschel, der Ebenenbttschel, das ebene System, der Strahlenbündel, 
das räumliche System) im Allgemeinen gehandelt und von ihren 
Beziehungen auf einander gesprochen, wird das Gesetz der Reci- 
procität und Dualität erörtert, und harmonische Gebilde, sowie 
die darauf sich gründende Verwandtschaft zwischen einförmigen 
Gnmdgebilden (gerades Gebilde, Strahlenbüschel, Ebenenbüschel) 
untersucht. Daran schliessen sich in einer Reihe von Vorträgen 
die Erzeugnisse dieser Grundgebilde in der Ebene wie im Raum 
und die Erforschung ihrer JBigepjschaften , die in reicher Fülle 
aus ihren genetischen Definitionen als unmittelbare Folge her- 
vorgehen. Nachdem somit die Curven IL Ordnung, der Strahlen- 
üud der Ebenenbüschel IL Ordnung, die Kegelfläche IL Ordnung 
lUid die Begelschaar betrachtet sind, wird in den folgenden Vor- 
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trägen die projectivische Verwandtschaft zwischen diesen unddeo 
drei einförmigen Grundgebilden, die der Verfasser mit v. Staadi y 
unter dem Namen „Elementargebilde^ zusammenfasst, untersaclit, \^^ 
und ihre involutoriscbe Lage behandelt. Mit mannigfachen Auf- 
gaben zweiten Grades , deren Behandlung sich auf die frtthen 
Entwickelung gründet, schliesst der l4. Vortrag des ersten Band» pj^ 
Die Vorträge des zweiten Theils verbreiten sich zunidiil jjfj 
über die coUineare und reciproke Verwandtschaft der Grundp- 
bilde zweiter Stufe (ebenes System, Strahlenbttndel), denen siel 
im 4. Vortrag auch sogleich die Betrachtung der collinearen ual 
reciproken räumlichen Systeme anschliesst. Nach diesen M- 
Wickelungen allgemeineren Charakters geht der Verfasser auf dk 
Flächen zweiten Grades über, die er als Erzeugnisse zweier» 
ciproker Strahlenbündel oder auch zweier reciproker ebewr 
Systeme definirt, und untersucht in einer Beihe von Vortrag» 
die möglichen Gestalten dieser Flächen, sowie ihre wichtigsifi 
Eigenschaften. Durch die Beziehung affiner Gebilde zu einander 
werden auch Inhaltsbestimmungen von Kegelschnitten und Fläehi 
iL Ordnung gewonnen. Nachdem in den folgenden Vortripi 
wesentlich die ebenen und räumlichen Folarsysteme behandelt 
und kurz der Charakter eines besonderen Systems, des so|i' 
nannten Nullsystems, erwähnt ist, erfahren die Baumoorven 11 
Ordnung, für welche die Seidewitz'sche Erzeugung aus coUinearei 
Strahlenbündeln gewählt ist, sehr eingehende Behandlmig. M 
Sätze, welche die Herrn Chasles, Cremona, Schröter u,a. Ute 
jene Curvengattung gegeben haben, werden aus der Definitifli ^ 
auf einfache naturgemässe Weise entwickelt Nach Erörterst 
der projectivischen Beziehung dieser Gebilde und einer aasüh" ^ 
liehen Theorie der conjugirten Punkte, welche durch eine Bau»' 
curve III. Ordnung einander zugewiesen sind, gelangt der Vff- 
fasser zu Flächenbüscheln zweiten Grades und durch sie in dd 
Eegelschnittbüscheln. Diese erfahren nähere Beleocfatoog i^ 
die geometrische Verwandtschaft zweiten Grades, auf die d9 
Verfasser durch die Betrachtung der projectivischen BeAA^ 
eines ebenen Systems zu dem Secantensystem der Sauocmr^h 
DDE. Ordnung geführt wird. Unter der geometrischen Verw«id^| 
Schaft zweiten Grades ist eine Beziehung zwischen ebenen 6^ 
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bilden verstanden, welche dadurch characterisirt ist, dass einem 
Punkte ein Punkt, einer Geraden aber ein Kegelschnitt entspricht. 
Nachdem der Verfasser nunmehr ineinander liegende coUineare 
und involutorische Systeme untersucht hat, beschäftigt er sich 
mit dem Studium von Gebilden, welche für die folgenden Ent- 
Mrickelungen von besonderer Bedeutung sind; es sind das die 
Strahlencomplexe, worunter Herr Reye die Gesammtheit der Ver- 
bindungslinien zweier homologer Punkte und der Schnittlinien 
zweier homologer Ebenen in zwei collinearen räumlichen Systemen 
versteht. Diese Gebilde liefern ihm eine Begriffsbestimmung der 
FlächenbOschel II. Ordnung und deren projectivische Beziehungen, 
welche ohne Eücksicht auf algebraische Formen bisher schwer 
zagänglich waren. Im Anschluss an die Theorie der Strahlen- 
complexe zeigt er nunmehr, dass die Normalen einer Fläche 
II. Ordnung, sowie die Axen aller auf der Fläche liegenden 
Kegelschnitte einen solchen Strahlencomplex bilden, uud studirt, 
auf die früheren Entwickelungen gestützt, eingehend die coaxialen 
und homothetischen, sowie die confocalen Flächen II. Ordnung. 
Die letzten Vorträge behandeln endlich die Flächen III. Ord- 
nung. Indem Herr Reye von der Erzeugung derselben durch 
drei coUineare Strahlenbündel ausgeht, gewinnt er leicht die Ab- 
bildung derselben auf einer Ebene, und durch diese gelangt er 
unmittelbar zu vielen wichtigen Eigenschaften der Fläche. Ein 
genaueres Studium der ebenen Curven HL Ordnung führt ihn als- 
dann zu weiteren Eigenschaften der Fläche, besonders zu der 
Gruppirung der 27 Geraden, welche die Fläche enthält, und der 
in ihr liegenden Kegelschnitte; auf die Untersuchung des Herrn 
Schläfli über die Realität der 27 Geraden ist nicht eingegangen. 

In einem Anhange, der auch diesem Theil des Werkes bei- 
geftigt ist, werden ausser zahlreichen Constructionsaufgaben und 
Lehrsätzen, die sich an die Vorträge anschliessen, auch noch 
solche Fragen in Kürze behandelt, welche die Geometer in neuerer 
Zeit vielfach beschäftigt haben. Da findet sich zum Beispiel ein 
Kapitel über Strahlensysteme I. Ordnung und I. Classe, welche 
Herr Hermes kürzlich analytisch behandelt hat, eine Untersuchung 
Aber FlächenbUndel und Flächengebüsche ; diese führen wieder 
auf die Steinersche Fläche IV. Ordnung und UI. Classe, über 
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welche neuerdings die Herren Kummer, Weierstrass, 
Cremona, Cayley Arbeiten publicirt haben. Die Abbildung dieser ii\ 
Fläche auf einer Ebene, welche kürzlich die Herren Clebseh imd 
Cremona aus analytischen Formen hergeleitet haben, wird gl# ifite 
falls gegeben und auf diese die Theorie der Steinerschen Fläde ie 
gegründet. Endlich gelangt der Verfasser auch zu der wint m 
schiefen Fläche HI. Ordnung und mehrerea Flächen IV. Ordnunj, 
welche Schaaren von Kegelschnitten enthalten, und welche vm 
Herrn Kummer zuerst untersucht sind. 

Die Literatur, welche dem Verfasser bei der Entstehung 4« 
Werkes gedient und fruchtbringende Anregung bei seinen Studia se 
gegeben hat, ist in dem Vorwort angeführt; das Werk selbst trijf n 
durchaus das Gepräge freier selbständiger Gedankenarbeit |i( 

Sek 

H. Gretschel. Lehrbuch zur Einführung in die o> 
ganische Geometrie. Leipzig. 

Der Inhalt dieses Buches ist im Wesentlichen eine Theoiit 
der Kegelschnitte, welche auf Erforschung gewisser Elemenl»^ 
gebilde, nämlich: Punktreihe (einer Geraden), ebenes Strrf' 
büschel gegründet ist. Die Kegelschnitte werden aber ohneZi' 
httlfenahme stereometrischer Betrachtungen aus diesen Element 
gebilden erzeugt; sie werden einmal als Gurven zweiter Cl 
definirt, (d. h. solche, an die sich von jedem beliebigen PonUi 
aus höchstens zwei Tangenten ziehen lassen), und dann alsÜi- 
hüllungslinien aller derjenigen Geraden dargestellt, die die ent* 
sprechenden Punkte irgend zweier coUinearer (d. i. nach Stdiwn 
projectivischer) Punktreihen verbinden; nachher findet sich dal 
Entsprechende von ebenen StrahlenbUscheln; diese führen arf 
Curven zweiter Ordnung (d. h. solche, mit denen jede belieWji 
Gerade höchstens zwei Punkte gemein hat) ; durch Nachweis der 
Identität dieser Curven mit den vorher genannten ergiebt skk 
eine zweite Definition und Erzeugungsart der Kegelschnitte. Di* 
drei verschiedenen Arten der Kegelschnitte werden dureh Betrick' 
tung der unendlich entfernten Geraden abgeleitet, woran äA di* 
Untersuchung über den Zusammenhang des erzeugenden S^ 
mentargebildes mit der Art des erzeugten Kegelsofanitts kntlpft' 
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Hierauf folgen die bekanutesten Sätze von dea Kegelschnitten, 
bis zu denjenigen Eigenschaften der Brennpunkte und Leitlinien 
hin, durch welche die Kegelschnitte gewöhnlich definirt werden. 
Weiterhin behandelt der Verfasser die Beziehungen zweier und 
mehrerer Kegelschnitte zu einander. Er betrachtet dann ebene 
Systeme und nennt diese collinear, wenn jedem Punkte des einen 
Systemes eindeutig ein Punkt des andern entspricht, und zwar 
dergestalt, dass wenn irgend drei Punkte des einen Systemes in 
gerader Linie liegen, ihre entsprechenden im andern Systeme 
gleichfalls in gerader Linie gelegen sind. Er zeigt ferner, wann 
ebene coUineare Systeme auch coUinear liegen (das Analoge der 
perspectivischen Lage bei Punktreihen und Strahlbüscheln), be- 
bndelt coUineare Involution, dann die Affinität ebener Systeme, 
und weist endlich nach, dass zwei beliebige Curven zweiter Ord- 
nung stets als coUinear — und zwar auf unzählig viele Arten — 
betrachtet werden können. Nach einigen Betrachtungen gelangt 
der Verfasser zu folgendem Endergebniss: Zwei in derselben 
Ebene liegende Curven zweiter Ordnung können immer als col- 
Snear und in coUinearer Lage befindUch betrachtet werden, und 
zwar im AUgemeinen entweder auf 4 oder auf 12 verschiedene 
Arten. — Nach diesem geht der Verfasser zur Reciprocität ebener 
Systeme über, und definirt: Jedem Punkte P des einen Systemes 
2 möge eine einzige Gerade p' des anderen Systemes ü^ ent- 
sprechen, und umgekehrt möge jeder Geraden p' im Systeme 2 
ein einziger Punkt P im Systeme 2 entsprechen. Die Systeme 
£ und 2* heissen dann reciprok. In Ansehung dieses Zusammen- 
hanges von P und p' heisst P der Pol von p', und p' die Polare 
Ton P. Beschreibt P eine Curve, so umhüllt p' die reciproke 
Curve. Es werden dann durch Reciprocität einige Eigenschaften 
der Kegelschnitte hergeleitet. 

Hieraufgeht der Verfasser zu den Oberflächen zweiten Grades 
Aber, weist die Erzeugung der ßegelflächen durch zwei coUineare 
Panktreihen in verschiedenen Ebenen nach und ordnet diejenigen, 
be nicht Begelflächen sind, nach ihrer Beziehung zur unendlich 
intfemten Ebene. Es folgen dann die wichtigsten Sätze ttber 
liese Oberflächen. 

Am Schlüsse des Werkes findet sich eine kurze Behandlung 



274 ^^* Abschnitt. Synthetische Geometrie. 

der Kaumcurven dritter Ordnung. Sie stellen sich als geome- 
trischer Ort der Schnittpunkte je dreier entsprechender Ebenen 
von drei collinearen Ebenenbüscheln dar und heissen dritter Ord- 
nung, weil sie von einer beliebigen Ebene höchstens in drei 
Punkten geschnitten werden. Analog wird eine Raumcurve dritter 
Glasse, (d. h. solche, an die sich durch einen beliebigen Ponkt 
höchstens 3 Osculationsebenen legen lassen), durch drei collineare 
Punktreihen erzeugt. 

Die Methode der Darstellung und Beweisführung ist durct 
weg rein geometrisch und frei von analytischen Hilfsmitteln. Eine 
Folge davon ist allerdings, dass Sätze, wie z. B. über die AnzaU 
der Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte, und ähnliche - 
einer umständlichen Auseinandersetzung bedürfen, während »e 
aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar abgelesen werdei 
könnten. Hiermit steht auch im Zusammenhange, dass das Iua* 
ginäre — wonach beispielsweise eine Gerade stets zwei Punkte 
mit einem in gleicher Ebene befindlichen Kegelschnitt gemeiii 
hat — keine Stelle im vorliegenden Werke findet 

Die Zeichnungen (besonders bei Baumfiguren) sind deotliek 
und gut, so dass dem Leser das Yerständniss nicht unwesentM 
erleichtert wird. Mz. 

Battaglini. Sur la göomötrie imaginaire de Lobatchefsky. 

Nouv. Ann. (2). VH. 209 u. 265. 

Uebersetzung aus Rend. di Napoli. 1867. B. 

Dabboux. Sur un mode de transformation des fiigure». 

Inst. XXXVI. 1 sect. 204. 

Die geometrische Verwandtschaft, welche dadurch charaeteti- 
sirt ist, dass einem Punkt ein Punkt, einer Geraden ein Kegel- 
schnitt entspricht, ist zuerst von Magnus (Grelle J. IV.) be- 
trachtet worden. Eine geometrische Kealisirung dieser Verwandt- 
schaft in aligemeinster Form liegt in der Arbeil des Herrn Darbou 
vor; sie schliesst als speciellen Fall diejenige in sioh, welebe 
Herr Hirst eingehender untersucht hat. 

Werden zwei Punkte und 0' auf einer Fläche zweiten 
Grades angenommen, so ordnet jeder Punkt M der Fläche einem 
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Strahl OM einen Strahl O'M zu. Lässt man dem Punkte eine 
Ebene P, dem Punkte 0' eine Ebene F entsprechen, so sind 
beide Ebenen durch die Strahlen OM und O^M verwandtschaftlich 
auf einander bezogen in der Weise, dass einem Punkt ein Punkt, 
einer Geraden ein Kegelschnitt entspricht. Dieses Verwandtschafts- 
verhältnifls erfährt nunmehr eingehendere Untersuchung. 

Seh. 

Darboux. Construction de la surface du deuxiöme ordre 
d6termin6e par neiif points. Inst, i sect. xxxvi. 205. 

Aus den in der Arbeit: „Sur un mode de transformation des 
figures" gegebenen Entwickelungen gewinnt der Verfasser eine 
böchst durchsichtige Lösung der oben angezeigten Aufgabe. 

Seh. 

Beltrami. Saggio di interpretazione della Geometria 
rion - euclidea. Battagl. G. vi. 285-315. 

Das hauptsächliche Beweismittel der elementaren Geometrie 
ist die Möglichkeit, gleiche Figuren auf einander zu legen. Dieses 
Mittel ist aber nicht allein für die Ebene anwendbar, sondern 
überhaupt für alle Flächen, auf denen gleiche Figuren in ver- 
schiedenen Lagen sein können, d. h. von welchen irgend ein 
Theil mittels einfacher Biegung genau auf irgend einen andern 
Theil derselben Fläche gelegt werden kann. Nach einem be- 
rühmten Gauss*schen Satze haben diese Eigenschaft unbedingt 
alle jene Flächen, bei denen in jedem Punkte das Produkt der 
beiden Hauptkrümmungsradien constant ist. Es lassen sich daher 
^ele Sätze der elementaren Planimetrie auf solche Flächen über- 
ragen. 

Was nun die Flächen mit constanter positiver Krümmung 
inbetriflfl, so erleidet das Postulat der geodätischen Linie (Ana- 
ogon der Geraden), durch zwei Punkte unzweideutig bestimmt 
,u sein, Ausnahmen; (wenn z. B. die beiden Punkte Endpunkte 
lines Kugeldurchmessers sind). Der Verfasser sucht nun zu 
,eigen> dass solche Ausnahmen auf Flächen von constanter ne- 
;ativer Krümmung, die er pseudosphärische nennt, nicht existiren. 
)ie Geometrie dieser Flächen heisst „nicht- Euclidische^, da sie 
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von der Euclidischen in wesentliclieu Punkten abweicht. So z. B. 
ist die Summe der Winkel eines geodätischen Dreiecks stets kleiner 
als zwei Bechte. Mz. 

BoLYAi. Sulla scienza dello spazio assolutamente vera. 
Version e dal latino di G. Battaglini. BattagL G. VI. 97-1I& 

Der ll**' Euclidische Grundsatz lautet: 

Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten 
werden, dass die beiden Innern an einerlei Seite liegenden Winkel 
zusammen kleiner als zwei Bechte sind, treffen genugsam Ter- 
längert an eben der Seite zusammen. 

Der Verfasser geht von elementaren geometrischen Sätzen 
aus, wobei er jedoch den eben erwähnten Grundsatz nicht an- 
erkennt; und gelangt so zu einer eigenthümlichen nicht-Eueli£- 
sehen Geometrie. Die Summe der Winkel eines Dreiecks iit 
hiernach kleiner als zwei Bechte. Gleiche Dreiecke haben gleicbe 
Winkelsummen. Die Trigonometrie wird mit hyperbolischen FQO^ 
tionen behandelt. Hz. 

J. Smith. Euclid at Fault. Letter to James Dalton 
Hooker demonstrating Euclid to be at Fault in the 
Theorem Prop. 8 Book 6, and Theorems 12 and 13 

Book 2. London, Simpkln. 

PouDRA. Complöments de G^om^trie, fondös sur lape^ 
spective, formant suite ä tous les traitös de göom^triö 

Öl^mentaire. Paris, J. Correard. 

— Extrait par l'Auteur. Boncompagni Bull. L 300-301. Compt« 
Bendu par un Abonne. Nouv. Ann. (2). VII. 378. 

Schlesinger. Darstellung der CoUinear - Projectionen 
imd projectivischen Grundgesetze in einer für die de- 
scriptive Geometrie geeigneten Form. Beitrag zur 
Gestaltung der darstellenden Geometrie im Sinne dff 
neueren Geometrie. Wien. Ber. LVin. 66a-677. 
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Geellb. Lineare Construction des Punktepaares, welches 
zu 2 gegebenen Punktepaaren gleichzeitig harmonisch 

ist. Schlömilch Z. XIU 148. 
Unrichtig. Mz. 

Hertzer. Ueber den Aufsatz von Grelle : „Lineare Con- 
struction". Schlömilch Z. XIII. 352. 

Cayley. On Pascals Theorem. Quart. J. IX. 348. 

WooLHOUSE. Solution of the question 2288. Educ. Times. 

IX. 47. 

In ein gegebenes Viereck ein anderes vom kleinsten Um- 
fange einzuschreiben. 

Dale and Ogilvie. Solution of the question 2404. 

EdüC. Times. IX. 41. ' 

Aufgabe, die an- und eingeschriebenen Kreise eines Dreiecks 
betreffend. 

CoTTERiLL and TowNSEND. Solution of the question 2389. 

Educ. Times. IX. 62. 

Zwei Gerade, welche die drei Diagonalen eines Vierseits har- 
monisch schneiden, treffen jeden in's Viereck eingeschriebenen 
Kegelschnitt in 4 harmonischen Punkten. 

W'oLSTENHOLME. Solution of the question 2411. Educ. 

Times. IX. 72. 

Aufgabe, ein einschreibbares Viereck betreffend. 
•Tanley and Tucker. Solution of the question 2507. 

Educ. Times. IX. 61. 

Durch den Punkt P gehen 3 Kreise; A, B, C sind ihre 
Pleiten Durchschnitte, PD, PE, PF ihre Durchmesser; dann sind 
AF, FBD, DCE coUinear. 

VaTSON. Solution of the question 2569. Educ. Times. IX. 76. 

Drei Linien durch einen Punkt parallel den Seiteu eines 

Portschr. d. Math. L 2. 19 
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Dreiecks treffen dasselbe in 6 Punkten, die auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 

Morgan Jenkins. Solution of the question 2100. I. 

Edac. Times. X. 96 a. 97. 

Zieht man von einem Punkte der Peripherie eines Kreises 
2 Sehnen OA und OB so,, dass OA.OB = k^ (constant), so i 
AB Tangente eines Kreises mit dem Mittelpunkte Q. 

W. S. Mo. Gay. Solution of the question 2234. I. u. fl. 

Educ. Times. X. 98 u. 99. 

I. Ein Dreieck soll gezeichnet werden, welches einem an- 
deren ähnlich ist, und dessen Spitzen auf den Umfangen drder 
concentrischen Kreise liegen. Die Lösung beruht darauf, in eineni 
Dreieck einen Punkt zu finden , dessen Entfernungen von den 3 
Ecken ein gegebenes Verhältniss haben, ü. Sind a, ß, t^ 
Radien der Kreise, a:b:c das gegebene Verhältniss, so iit 
aa+bß±cy = 0, wenn nur eine Lösung der Aufgabe stattfindet 

T. DoBsoN, R. TucKER and W. H. Laverty. SolutioDiä 
of the question 2485. Educ. Times. X. 109. 

In ein Dreieck über einer Seite das ßecbteck mit kleiiuto 
Diagonale zu zeichnen. 

R. TucKER and Bills. Solution of the question 2491 

Educ. Times. X. 67 u. 68. 

ABCD ist ein Viereck; E, F, G, B die Mittelpunkte toi 
AB, BC, CD, DA; m,, m,, ... m^ die Mittelpunkte von AE, U 
BF, . . . HA. Dann ist 

2(mxmyy = 4(iAC'+BD'')+AB'+BC-{- CD'+DA\ 

St. Watson. Solution of the question 2591. Sduc '!»• 

X. 51. 

AAi , BB^ , CC^ seien die in G^ sieh schneidenden Wiok^ 
halbirungslinien , AA^^ BB^, CC^ die in (?, sieh sehBeidendet 
Höhen des Dreiecks ABC; B^C^, B,C, treflFen sich in P; C,^j» \ 
C^At ip Q; A^B^y A^B^ in R. Dann stehen AP, BQ^, (X^ 
recht auf G,G^ und PQR ist ABC umpfanQba«^ SvgA 4i, At ^ 
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die Fusspunkte der inneren, Aey Be, Ce die der äusseren Winkel- 
halbirungslinien , dann gehen PAi, QBi, RQ, PAe, QBe, RCe zu 
drei and drei durch 4 Punkte. Diese sind die Berührungspunkte 
des Neun- Punkte -Kreises mit den ein- und angeschriebenen 
Kreisen. 

W. Hopfs. Solution of the question 2607. Educ. Times, 

X. 63 u. 64. 

Es soll einem Dreieck ein anderes von gegebenen Winkeln 
and kleinstem Inhalt eingeschrieben werden. 

R. TöwNSEND and J. J. Walker. Solution of the question 

2626. Educ. Times. X. 23. 

Durch einen gegebenen Punkt eine Linie zu ziehen, welche 
TOH einem gegebenen Kreise in einem bestimmten Verhältnisse 
geschnitten wird. 

S. Bills. Solution of the question 2669. Educ. Times. 

X. 39 u. 40. 

Werden die Diagonalen eines Vierseits in ihrem Schnitt- 
punkte im Verhältnisse von p : p' und q : 9' getheilt und ist der 
von ihnen eingeschlossene Winkel, so ist das Quadrat der dritten 
Diagonale 
g'p''Cg'-g'')'^'+g'g'Xp'-P^')^''+2ppW(p'-~P^')(g'-g^0rfrf^cose 

Cpq-p'qyQpq'-p'qy 
önd die Linie, welche diese Diagonalen im Verhältnisse von *m:m' 
Und n:n' theilt, theilt die dritte im Verhältnisse 

mnp'q'— m/n^pq ninpif-— mn^p^q 
pfqf—pq ' pq^—p'q 

^RiNCE DE PoLiGNAC. Solution of the question 2682. 

Educ. Times. X. 101. 

Ueber 2 entgegengesetzten Seiten eines Quadrats werden 
Creise beschrieben. Geometrischer Nachweis, dass 1. die Polaren 
Ines Punktes der Diagonale in Bezug auf die Ejeise sich auf 
ler anderen Diagonale treffen ; 2. dass die 4 Tangenten von einem 
>iagonalpunkte aus ein harmonisches Büschel bilden. 

1^* 
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S. Bills and J. Wilson. Solution of the question 2690. 

Educ. Times. X. 57. 

Sind 4 Punkte der Ebene die Endpunkte der beiden Linien 
a, a* oder b, V oder c, c' und bilden a, b, c ein Dreieck, so ist 

Oayley. Solution of the question 2756. Educ. Times, xä 

Es giebt eine unendliche Zahl von Dreiecken, die denselbei 
eingeschriebenen, denselben Neun -Punkt -Kreis und den KrA 
gemein haben, in Beziehung auf den jedes Dreieck sich selW 
conjugirt ist. 

BüRNSiDE, Walker. Solutions of the questions 2718, 

2737. Educ. Times. X. 108. 109. 

Es soll der Ort eines Punktes der Ebene (des Baumes) ge- 
funden werden, so dass die Winkel, die derselbe mit je 2 ge- 
gebenen festen Punkten bildet, gleich sind. 

Lösungen geometrischer Aufgaben (822. 823. 843. 835. 
61. 342. 840. 863. 866. 867. 843. 887) durch Pellet, 
Imbert, Mace, Battaglini, Bauqüenne, Morges, Au- 

BANEL, LaISANT, WlLLliRE, ArNATE 

finden sich auch Nouv. Ann. (2). VII. 42. 331. 332. 367. 369. 44ft 
442. 443. 545. 548. 550. 552. 
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Capitel 2. 
Besondere Curven. 

. V. TüRQUAN. Remarques sur les Solutions d'un pro- 
bleme de g^om^trie. Nouv. Ann. (2). Vll. 437-440. 

Camot erwähnt in seiner „Geometrie der Lage" mehrere 
nwände, welche d'AIembert gegen die Theorie der negativen 
•össen erhoben hat und unterstützt diese Einwände durch fol- 
ade Aufgabe: Von einem Punkte K ausserhalb eines gegebenen 
eises eine Gerade Kmm' zu ziehen, so dass der im Kreise 
?ende Theil mm' dieser Geraden eine vorgeschriebene Länge 
)e. Zieht man KAB durch die Mitte des Kreises, wo dann 
' der Durchmesser ist, und setzt KA = a, KB = b, mm' = c, 

= a?, so wird x——\c + i{c^-\-ah. Die beiden Werthe 
ssten nun nach Carnot den Längen Km, Km' angehören; da 
^r der eine Werth positiv, der andere negativ ist, so mUssten 

von K aus auf verschiedenen Seiten der Linie Km abgetragen 
rden, was dem geometrischen Bilde widerspricht. Hierzu be- 
rtt der Verfasser: In der quadratischen Gleichung: x^-\-cx — ab 
0, zu der man geführt wird, ist a.b nicht nur (+«)(+ 6), 
idern auch (—«)(— 6). Man muss daher noch einen zweiten, 
o ersten gleichen Kreis, der aber symmetrisch zum ersten in 
sug auf K liegt, in Betracht ziehen, um den Widerspruch sehr 
fach zu heben. Mz. 

STiAN. Die Constructiön der wichtigsten geometri- 
schen Oerter aus der elementaren Geometrie. Pr. G. 

Luckaa. 

CKL. Theorie der Constructiön der Kreisgleichungen. 

Pr. G. Pilsen. 

Turnbull. Loci of the Centres of the Escribed Circles 
of a Triangle whose Base and Vertical Angle are 

COnstant. Quart. J. IX. 62 u. 63. 
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Emil Weyr. Studien aus der höheren Geometrie. Wien. 

Ber. LVII. 449-466. 

Zwei Kegelschnitte schneiden sich in 4 Punkten, den Ecken 
des gemeinschaftlich eingeschriebenen Vierecks, und haben 4 
gemeinschaftliche Tangenten, die Seiten des gemeinschaftlich an- 
geschriebenen Vierseits. Die drei Gegenseitenpaare des ersteren 
bilden die drei Paare gemeinschaftlicher Sehnen, die drei Gegen- 
eckenpaare des letzteren bilden die drei Paare der Homologie- 
centra. Beide Kegelschnitte lassen sich als coUinear yerwandto 
betrachten. Dabei spielt eins der Homologiecentra die Bolle 
Gollineationscentrums und eine der 6 gemeinsamen Sehnen j 
der Gollineationsaxe. Man kann jedoch nicht zu irgend einem 
Homologiecentrum als GoUineationscentrum irgend eine gemein- 
schaftliche Sehne als Gollineationsaxe nehmen ^ sondern es ent- 
spricht jedem Paar von Homologiecentris ein Paar gemeinsanier 
Sehnen, so dass zu jedem Homologiecentrum des ersterenab 
GoUineationscentrum jede Sehne des letzteren als Gollineatioiis- 
axe genommen werden kann. Solche Paare von Homologie- 
centren und von Sehnen nennt Herr Weyr zugeordnete, uti 
zwar ist einem Homologiecentrapaare jenes Sehnenpaar zuge- 
ordnet, welches sich in der Ecke des gemeinsam conjogiitei 
Dreiecks schneidet, welche der durch das erstere gehenden Säte 
desselben gegenüberliegt. 

Liegt nunmehr eine Kegelschnittschaar vor, welche dordi 
zwei feste Punkte geht und mit einem festen Kegelschnitt ein 
gemeinsames Homologiecentrum hat, so lässt sich nach der Lage 
der dem gemeinsamen Homologiecentrum zugeordneten Sehnen- 
schaar fragen, und liegt andererseits eine Kegelschnittschaar vor, 
welche durch zwei Punkte geht und mit einem festen Eegelschnitt 
eine gemeinsame Sehne hat, so lässt sich die Frage nach dem 
Ort der der gemeinsamen Sehne zugeordneten Homologiecentn- 
paare aufwerfen. Jene Sehnenschaar der ersten Aufgabe geH 
wie Herr Weyr zeigt, durch zwei feste Punkte, wAfarend die 
Homologiecentrapaare der zweiten Aufgabe sich auf einem be- 
stimmten Kegelschnitt befinden. Ist in letzterem Falle die Sehaar 
der Kegelschnitte eine Kreisschaar, so ist dieser Kegelschnitt mü 
dem festen Kegelschnitt homofocal. Eine Beihe Yon Bemerkungen^ 
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elcbe mit jenen Fragen in Beziehung stehen , bilden den wei- 
ren Inhalt der Stadien. Seh. 

(. F. Pasalagüa. Note sur le rayon de courbure de 

Tellipse. Nouv. Ann. (2). Vn. 518 u. 519. 

Bekanntlich ist der Krümmungsradius der Ellipse : p = — ^ , 

ro p = — und (p deijenige Winkel ist, den die Normale am be- 

-aehteten Punkte mit einem der beiden Radiusvectoren bildet, 
ie von den Brennpunkten ausgehn. Dieser Ausdruck lässt sich 
direiben : 

^ ~" ab "" ab "~ ö6 "~ a^ sin t/; ' 

70 a' die Länge des Halbmessers zu dem betrachteten Punkte, 
^ der conjugirte Halbmesser, tp beider Winkel ist. Hierauf 
Tilndet der Verfasser eine sehr einfache Construction : Um den 
etrachteten Punkt Ä' als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis 
lit dem Radius b\ ferner fälle man von A' auf den conjugirten 
Halbmesser OB' das Loth Ä'P, und von P ziehe man an jenen 
areis die Tangente PL. Dann trifft das Loth Lc auf AT diese 
linie im Krtlmmungsmittelpunkte c. (Wird die Tangente ima- 
ibär, so erleidet die Construction eine leicht zu findende Yer« 
inderung; diesen Fall übergeht der Verfasser mit Stillschweigen.) 

Mz. 

• 

rBEaLiLB, üeb.ep das grösste einer Ellipse eingeschriebene 

H-Eck. ScUomilch Z. XIU. 153-156. 

Da' die Ellipse als rechtwinklige Projection eines Kreises auf 
ne schiefe Ebene betrachtet werden kann, so wird das grösste 
net Ellipse eingeschriebene n-Eck die Projection eines grössten 
»n Kreise eingeschriebenen n-Ecks sein. Man wird somit das 
istere dadurch erhalten^ dass man um die grosse Achse der 
llipse als Durehmesser einen Kreis beschreibt und in denselben 
n beliebiges, regelmässiges n-Eck constndrt; die Ordinaten der 
3kpnnkte dieses n-Ecks schneiden die Ellipsenperipherie in 
in gesuchten Eckpunkten eines grössten n-Ecks. Das grösste 
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Dreieck oder Viereck kann mit Hülfe eines Paares conjugirter 
Durchmesser (ohne Benutzung des Kreises) construirt werden. 

T. 

H. G. Day. Properties of Conic Sections, proved geo- 

metrically. London, Macmillan. 

Cayley. Solution of the question 2493. Educ. Times. 1X82. 

1. Die Kegelschnitte J7=0, U+1 =0 sind gegeben; P+M 
soll construirt werden. 

2. 17 = 0, r7+l=0; F = 0, F+1 = sind gegeben; 
Öt7 + Ö-^F+2& = soll construirt werden. 

ly ö, k sind gegebene Constanten. 

OoTTERiLL. Solution of the question 2358. Edac. Timea. 
IX. 74. 

Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt die drei Diagonalen 
eines Viereckes harmonisch theilt, welches einem andern Kegel- 
schnitte umschrieben ist, fällt mit der Bedingung zusammen, dass 
der erste Kegelschnitt einem Dreieck, conjugirt in Bezug auf 
den andern, umschrieben sei. 

Ludwig MATTmEssEN. Ueber die mechanische Con- 
struetion einiger Curven, welche sich zxir Auflösung 
des Problems von der Duplication des Würfels ve^ 

wenden lassen. Grunert Arch. XLVm. 229-235. 

Als Curven, welche zur Lösung des gestellten Froblentf 
dienen und eine mechanische Construction gestatten, werden be- 
handelt: Erstens die UmhüUungscurve derjenigen EUipsenqoa- 
dranten, welche durch die Punkte einer geraden Linie von cmh 
stanter Länge, die sich zwischen den Schenkeln eines recht» 
Winkels bewegt, beschrieben werden ; zweitens die Ciasoide des 
Diocles; drittens eine Curve, die sich aus der Cissoide dadurdi 
ergiebt, dass die Länge der sich bewegenden Geraden y6rände^ 
lieh genommen wird; viertens die Neil'sche Parabel 

T. 
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E. KouTNY. Construction der Kegelschnittlinien aus 
Punktön und Tangenten. Wien. Ber. LYII. 469-499. 

Der Verfasser leitet die Construction für die verschiedenen 
kflösungsfälle rein geometrisch ab und stützt sich auf den Satz, 
lass jeder Kegel zweiten Grades nach jeder beliebigen Curve 
sweiten Grades, also auch nach einem Kreise geschnitten werden 
kann, — und betrachtet daher die verlangte Kegelschnittslinie 
ab Schnitt eines Kegels von kreisförmiger (oder sonst beliebig an- 
genommener) Leitlinie mit der Papierfläche. 

Er fixirt nun den Grundkreis auf der Zeichnungsfläche durch 
len Durchschnitt Eb seiner Ebene mit dieser, legt durch die 
^egelspitze S (die der Gesichtspunkt ist) eine zum Grundkreise 
parallele Ebene, die die Zeichnungsfläche in einer Geraden Eu 
[parallel mit Et) trifft, fällt von S auf Ev das Loth SA, und trägt 
lieses senkrecht zu Ev in der Papierfläche von A aus ab. Dies 
ist die Vorbereitung zu den Auflösungen. 

Es werden nun folgende Fälle behandelt: Gegeben: 1) 5 Punkte, 
!) 4 Punkte und eine Tangente, 3) 3 Punkte, eine Tangente und 
hr Berührungspunkt, 4) 3 Punkte und 2 Tangenten, 5) 2 Punkte, 
'Tangenten und ein Berührungspunkt, 6) 1 Punkt, 2 Tangenten 
nd deren Berührungspunkte, 7) 2 Punkte, 3 Tangenten, 8) 1 Punkt, 
Tangenten und 1 Berührungspunkt, 9) 3 Tangenten, 2 Berühr 
ingspunkte, 10) 4 Tangenten und ein Punkt, 11) 4 Tangenten 
ad ein Berührungspunkt, 12) 5 Tangenten. 

Zur Veranschaulichung der Methode des Verfassers diene der 
•fite Fall, in welchem 5 Punkte gegeben sind. Sie seien 1, 2, 
4, 5. Man verbinde 4 Punkte 2, 3, 4, 5 zu einem Viereck, 
issen Gegenseiten (23) und (45) sich in c, , ferner (34) und 
'5) in V treffen mögen. Die Gerade f>t>^ wird nun als die Ein- 
ings bezeichnete Eu angesehen, das Viereck (2345) als Projection 
Des dem Grundkreise eingezeichneten Rechtecks, mithin der 
urchschhitt c der Diagonalen (24) und (35) als Perspective des 
reismittelpunktes. Durch parallele Verschiebung des Kreis- 
thuittes im Kegel kann man auch c als Mittelpunkt des Grund- 
reises betrachten. Man sucht nun den in die Papierfläche um 
i; gedrehten Gesichtspunkt S, der dann mit bezeichnet wird. 
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Zieht man aber (12) und (14), verlängert diese Linien, bis sie 
Ev in v^ und t?, treffen, so sehneiden sich die beiden tlber w^ 
und v^v^ als Durchmesser nach gleicher Seite beschriebenen Halb- 
kreise im gesuchten Punkte 0. Nun ist das Loth OA von auf 
Eu die Augendistanz, A der Augenpunkt und in Ac muss der zu Eu 
conjugirte Durchmesser des zu suchenden Kegelschnitts liegen. 
Die Parallele zu Ev durch c ist der Durchsdinitt des Grundkreises 
mit der Papieriläche und wird mit Eb bezeichnet Der Grand- 
kreis ist nun noch um Et zu drehen, so dass er in die Papier- 
fläche fällt. Schneiden aber (23) und (25) die Grerade E^ in m 
und ny so ziehe man durch tn und n Parallelen zu resp. Ooj und 
(h, die sich in einem Punkte p schneiden. Der um c mit dem 
Badius cp beschriebene Kreis K ist der um Et in diö Päpie^ 
fläche umgelegte Grundkreis. Dessen Perspective hat man danr 
noch in irgend einer Weise zu constridren. Ist A0> cp, so er- 
hält man eine Ellipse, AO = cp giebt eine Parabel und AÜ<ep 
eine Hyperbel. — Die andern Aufgaben werden in ähnlicher 
Weise behandelt. Mz. 

Christian Fr. Lindmann. Problema geometricum. Granat 

Arch. XLVm. 238-240. 

Das gestellte Problem verlangt, eine gerade Linie zu< findei) 
welche ein parabolisches Segment halbirt, das durch eine zor 
Hauptachse senkrechte Sehne begrenzt ist. Die Untenmdnnf 
ergiebt zunächst die Existenz von unendlieh vielen sokhef Gmf 
den. Betrachtet man diese Geraden als Sehnen der Parabel, 
dann bilden ihre Halbirungspunkte eine neue Parabel, die Ten 
der ersten nur durch die Lage des Scheiteli» verschiede ist; die- 
jenigen Tangenten der neuen Parabel, welohe die begrenzende 
Sehne nicht innerhalb der gegebenen Parabel sdmetden, lösen 
die gestellte Aufgabe. T. 

E. Wbyr. Erweiterung des Satzes von D^sargues Mbslr 

Anwendungen. Wioo. Ber. LVIII. 228-230. 

Der Satz von D6sargues „Jede Gerade wird durch ein Kbgcl^ 
schnittbttsehel in Involution geschnitten'' wird dahin ei^eäertl 
„Jeder durch zwei Scheitel eines Linienbttsehels zweiter Ord- 
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niiDg (d. i. eines Eegelschnittbüschels) gelegte Kegelschnitt wird 
ron demselben in einer Punktinvolution geschnitten, deren Centrum 
auf der Verbindungslinie der beiden andern Scheitel liegt." 

In der That geht aus diesem Satz jener hervor, sobald der 
fixe Kegelschnitt in zwei Gerade degenerirt. Die eine geht durch 
zwei Scheitel des Büschels und braucht als unwesentlich nicht ge- 
Bannt zu werden, auf der andern bildet sich die Punktinvolution. 

Die Anwendungen beziehen sich auf Aufgaben folgenden 
Charakters: ^Durch zwei Punkte einen Kegelschnitt so zu legen, 
dass er einen andern Kegelschnitt in einem bestimmten Punkte 
oiMiulirt", „Durch einen Punkt einen Kegelschnitt zu legen, dass 
er mit einem andern in einem bestimmten Punkte eine vier- 
panktige BerfLhrung hat" und dergl. Die aus der Dualität ent- 
qffmgenden Sätze sind überall beigefügt. Seh. 

E J. Smith. Observatio Geometrica. Brioschi Ann. (2). iL 

318-322. 

Siebeck (cf. das folgende Referat) giebt mit Hülfe des „Chordal- 
dreiecks" eine Lösung der Aufgabe : „Den neunten Punkt zu finden, 
in welchem sich alle Curven dritter Ordnung schneiden , welche 
8 Punkte gemeinsam haben, wenn diese Punkte als Schnitte der 
Kegelschnitte 2^2^^ und 2^2^ gegeben sind, welche ihrerseits 
durch je flinf Punkte bestimmt sein mögen." Smith liefert für 
dieses Problem eine lineare Lösung, macht also die Anwendung 
des Chordaldreiecks für diesen Fall entbehrlich. K. 

fl. Siebeck. De triangulo, cujus latera continent polos 
respectu quatuor sectionum conicarum conjugatos. 

Brioschi Ann. (2). II. 69-81. 

Litt. Salmon Kegelschnitte (§353); Cremona, Introduzione; 
>chröter, Kegelschnitte. 

Vier nicht demselben Netze angehörige Kegelschnitte Äj, Ä,, 
r,, K^ haben drei Paare conjugirter Pole xy, x^ y^, x,, y,, ge- 
leinsam. Diese Punkte sind zugleich conjugirte Pole flir jeden 
k^^elschnitt, der einem der vier Netze K^ Ä, iSTj, K^^ K^ K^ etc. an- 
gehört, und bilden die Ecken eines vollständigen Yierseits. Nach 
iebeck findet man die Seiten desselben als gemeinsame Tau- 
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genten zweier Kegelschnitte, welche je f&nf leicht constrairbare 
Geraden berilhren. Die Kegelschnitte der Büschel K^ üT, und 
K^K^ schneiden auf jeder der Geraden xy, a?, y^, x^^y^^ 
selben Segmente ab; die Schnittpunkte der drei Geraden und die 
Basispunkte eines jeden Büschels liegen auf einem Kegelsctunü 
Das durch xy, x^y^^ ^n Vn bestimmte Dreieck nennt Siebeek 
„Chordaldreieck der Kegelschnitte jf, K^ jf, K^ oder der BflseM 
Ä, /f, und K^ A4" und weist seine Wichtigkeit in einer Reihe ym 
Problemen nach, in welchen es sich um Aufsuchung der SeU 
punkte von Kegelschnitten und Geraden oder Gurven hohem 
Grades handelt. Als Beispiel sei folgende Aufgabe genaoit! 
„Gegeben seien 10 Punkte abcde; a! V d df e', welche nicht arf 
einem gegebenen Kegelschnitt K liegen; ausserdem auf diesei 
Kegelschnitte selbst 4 Punkte opo* p\ Man soll 2 Gurven dritto 
Ordnung construiren, deren eine durch die 7 Punkte abcdeoft 
die andre durch die Punkte a' V d dl ^ o' p' do gelegt ist, dtf 
vier von ihren Schnittpunkten auf dem Kegelschnitt K KegeO'" 
Die wichtigste und interessanteste Anwendung erfä.hrt das Chordal- 
dreieck im letzten Theil der Abhandlung. Siebeck gelangt dmtl 
dasselbe zu einer Construction von Curven dritten und vieito i 
Grades, von welchen 9 resp. 16 Punkte gegeben sind, und zw* 
auch für den Fall, dass von diesen Punkten eine gerade, 8om[ 
beliebige Anzahl imaginär wird. (cf. den Artikel H. J. Siniijft 

K. 

Cayley. On a Certain Enveloppe depending on a tri- 
angle inscribed in a circle. Quart. J. ix. 31-41. 175 u. 116. 

N. M. Ferrers. On the Enveloppe of the straight line, 
joining the feet of the perpendicular let fall of tto 
sides of a triangle from a point in the circumference 
of the circumscribed circle. Quart J. IX. U7-15L 

Staudigl. Durchführung verschiedener die Ourven zwfr 
ten Grades betreffender Constructionen mit Hülfe vW» 
Kegel- und Cylinderflächen. Wien. Ber. LVm. 960. 
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Th. Reye. Curvenbündel dritter Ordnung. Schlömiich z. 

XIEL 521-526. 

Die Untersuchungen laufen darauf hinaus, Sätze, wie sie die 
Lehre von den Kegelschnittbtischeln giebt, in analoger Form für 
Cwvenbündel III. Ordnung zu ermitteln. Ein Curvenbündel in. 
Ordnung wird definirt als die Gesammtheit aller Baumeurven 
in. Ordnung, welche durch fllnf gegebene Punkte (Knotenpunkte) 
hindurchgehen. Die Untersuchungen werden auf die Sätze basirt, 
welche der Verfasser in seinem Werk „Geometrie der Lage" 
entwickelt hat; von ihren Resultaten genüge zur Kennzeichnung 
Folgendes: 

„Von einer beliebigen Ebene, die durch keinen der fünf 
Knotenpunkte hindurchgeht, werden die Curven des Bündels III. 
Ordnung in Polardreiecken eines ebenen Polarsystems geschnit- 
ten. Die Punkte, in welchen die Curven des Bündels die Ebene 
berühren, bilden einen Kegelschnitt." 

Die Polarebenen von P bezüglich aller Flächen zweiten 
Grades, welche sich durch eine Raumcurve k^ legen lassen, 
sdineiden sich in einem Punkte Pj. P und Pj heissen nach dem 
Verfasser conjugirte Punkte rücksichtlich k^. „Die sämnatlichen 
ftmkte Pj , welche einem Punkte P conjugirt sind hinsichtlich 
der Curven ä' des Bündels, liegen in einer Fläche F^ dritter 
Ordnung." 

Eine ganze ßeihe von ßelationen ähnlicher Art wird in der 
Arbeit gegeben. Seh. 

E. Weyr. Zur Erzeugung der Curven dritter Ordnung. 

Wien. Ber. LVIII. 633-644. 

An eine Curve C^ laufen von einem Punkt p aus im All- 
gemeinen sechs Tangenten; liegt der Punkt p in der Curve selbst, 
iQ reducirt sich die Zahl derselben auf vier, natürlich diejenige 
licht mitgezählt, welche in dem Punkte p selbst die Curve be- 
tlhrt, und in welcher zwei von jenen sechs vereinigt zu denken 
tuid. Die vier Berührungspunkte derselben entsprechen dem 
^iurvenpnnkte p, der Verfasser nennt sie das dem Punkte p ent- 
iptechende Quadrupel. Die Beziehungen der Punktquadrupel 
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und der durch sie bestimmten Kegelschnittschaaren zu der Cum 
C, bilden den Gegenstand der Untersuchungen. Aus ihnen fä 
hervor, dass, wenn von einer Curve dritter Ordnung emPttuW- 
quadrupel gegeben ist, dies für sieben einfache Bedingungen lül'^ 
weil die drei Diagonalecken des Quadrupelvierecks ebenfalls 4v 
Curve angehören , und auch umgekehrt bilden für alle Cunci 
C,, welche durch die vier Ecken und die drei Diagonaleita P«i 
eines vollständigen Vierecks hindurchgehen, die vier Yiereckip 
punkte ein Punktquadrupel. Somit drängt sich die Aufgabe i4 
wenn eine Curve dritten Grades durch jene sieben einSBU^beuBfr 
dingungen (d. i. die Forderung, dass sie die vier Ecken und & 
drei Diagonalecken eines bestimmten vollständigen Vierecks ^ 
halte) und zwei beliebig gewählte Punkte bestimmt ist, dieseh 
zu construiren ; die Aufgabe findet eine einfache Lösung. Hiem 
knüpft sich die Frage: Da durch jene sieben Bedingungen uoi 
einen Punkt s^ eine Curvenschaar bestimmt ist, wie ist der ist 
Curvenschaar angehörige neunte nothwendige Punkt zu findest 

Wenn das Viereck p^p^p^p^ festgesetzt ist, so kann man b^ 
kanntlich jedem Punkt s^ der Ebene einen Punkt s^ verwandt* 
schaftlich in der Weise zuordnen, dass durch ihn die säDunt' 
liehen Polaren des Punktes s^ bezüglich des Eegelschnittbfiscbeli 
(PiPtPiPi) hindurchgehen. Durch dieses VerwandtschaftsverhSt 
niss steht jener nothwendige neunte Punkt mit dem gegebenA 
Punkte s^ in Verbindung. Es gilt nämlich der Satz: 

„Alle Curven dritter Ordnung, welche durch die Eckei 
Pi Pt Ps Pa ®^^®® Vierecks, durch die drei Diagonalecken desselben 
umd einen Punkt s^ gehen , schneiden sich in einem Punkt i,, 
welcher durch das Viereck PiP^P^P^ iü obiger Weise dem Punkte 
s^ verwandtschaftlich zugeordnet ist.^ Sdi. 

Reye, Sopra le curve gobbe di quart' ordine epnm» 
specie, e i loro punti d'intersezione con superfieie 4 

secondo grado. BrioscM (2). n. 129-134. 

Durch eine Baumcurve vierter Ordnung und «rater Art nnd 
durch einen beliebigen Punkt des Baumes Iftsst sieh eine Ob6^ 
fläche zweiten Grades legen. Ist die Saumourve dagegen toi 
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der xweitcoi Art, so giebt es nur eine Oberfl&che zweiten Grades^ 
welche durch sie hindurchgeht. Der Verfasser behandelt nur die- 
jenigen von der ersten Art und stützt sich hierbei auf die be- 
kADsteoi Sfttze, dass eine solche Curve im Allgemeinen durch 8 
Punkte bestimmt ist, dass femer , wenn im Besonderen durch 
8 Punkte sich zwei derartige Gurren legen lassen, diese 8 Punkte 
mit einem beliebigen neunten zu einer solchen Curve verbunden 
werden können. In diesem Falle heissen die 8 Punkte zusammen- 
gehörig (punti associati). Sie sind nämlich dann Durchschnitts- 
pnnkte dreier Oberflächen zweiten Grades. Unter Zugrundelegung 
der bekannten projectivischen Eigenschaften dieser Gebilde werden 
nun zum Theil sehr interessante Lehrsätze angegeben, die Beweise 
meist nur angedeutet. So z.B.: „Eine beliebige Gerade wird höch- 
stens von 8 Tangenten einer solchen Raumcurve geschnitten.^ 
Femer: „Gonstruirt man in den vier Durchschnittspunkten einer 
Ebene mit einer solchen Raumcurve die Osculationsebenen, so 
schneiden diese die Curve in weiteren 4 Funkten, die in einer 
Ebene liegen.^ U. a. m. Mz. 

P. Scholz. Die projectivischen Eigenschaften der ge- 
wöhnlichen und ausgezeichneten Elemente ausgezeich- 
neter Curven. Schlömilch Z. Xm. 267-321. 355-403. 

J. J. Sylvester. Note on successive involute to a circle. 

Phil. Mag. (4). XXXVL 295-306, 459-467. 

J. J. Walker. Solution of the question 2100. II. 

Ednc. Times. X. 97 u. 98. 

Auf der Sehne OÄ eines Heises ist ein Punkt C so ange- 
iommen^ da49S OÄ*+OC* = ä' (constant), dann ist, bei veränder- 
ichem A, das in C auf OC errichtete Loth Tangente eines Eegel- 
ichnitts mit dem Mittelpunkt 0. 

r, Dale and W, H. Laverty, Solution of the question 

2383. Educ. Times. X. 81. 

Ä un4 B sind feste Punkte ; von Ä zieht man eine Sekante 
\jol einen Kegelsehnitt, die denselhdn in C und D schneidet. Die 
AaLen BC und BD mögen in E und F die Polare von Ä treffen. 
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Dann werden DE und CF sich in einem festen Punkte der I 
AB treffen. 

Planton. Solution of the question 2518. Educ. Times. ] 

Ist P ein Punkt einer ebenen Curve (4), ein fester P 
und der Scheitel derjenigen gleichseitigen Hyperbel, ö 
Mittelpunkt in liegt und die (A) in P berührt, dann wirc 
in P an (A) gezogene Tangente mit OP denselben Winkel bi 
wie die in Q an den Ort von gezogene Tangente mit 
Nimmt man die inverse Curve (B) des Ortes von 0> so kann 
aus (B) ebenso hergeleitet werden, als (B) aus (A). In d 
Weise ist ein auf den Mittelpunkt bezogener Kegelschnitt mit 
Cassini'schen Ellipse verbunden. 

WoLSTENHOLME. Solution of the question 2535. : 

Times, i^. 32. 

Verbindet man einen Ellipsenpunkt mit den beiden Bi 
punkten, so sind die Winkel, welche diese Linien mit der grc 
Axe bilden, gleich den zu den Endpunkten einer Focalsehnc 
hörigen excentrischen Winkeln. 

Cayley. Solution of the question 2609. Educ. Time 

17-19. 

Drei Kegelschnitte gehen durch dieselben 4 Punkte, 
dem ersten ist ein Punkt A, auf dem zweiten B^ auf dem di 
C gegeben. Drei andere Punkte A', B\ C auf den drei Ki 
schnitten zu finden, so dass A^B^ und AC, A!C^ und AB siel 
dem ersten; FC" und BA^ WA^ und BC auf dem zweiten; 
und Cß, C'5' und CA auf dem dritten schneiden. 

Laverty. Solution of the question 2631. Educ. Times. : 

Ein Kegelschnitt F hat doppelte Berührung mit einem K 
schnitte einer Schaar, die mit einander doppelte Berührung \i 
Die gemeinsamen Sehnen von F mit jedem Kegelschnitte 
Schaar gehen dann durch einen Punkt auf der gemeinBamei 
rührungssehne der Schaar. 
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Jenkins. Solution of the question 2486. Educ. Times, x. 78. 

Die Normale einer Ellipse soll ein grösstes Segment ab- 
schneiden. 

HmsT. Solution of the question 2441. Educ. Times. IX. 60. 

Die Enveloppe eines Kegelschnittes zu finden, der einem 
Dreieck umschrieben ist, und in Bezug auf den zwei gegebene 
Linien einander conjugirt sind. 
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ß. TowNSEND. On homographic Systems of points, direct 
and inverse, on skew surfaces of the second ordre. 

Quart. J. IX. 249-268. 296-309. 

ß. NiEMTSCHiCK. Einfaches Verfahren, Normalen zu 
Flächen zweiter Ordnung durch ausserhalb liegende 

Punkte zu ziehen. Wien. Ber. LVin. 831-836. 

Ist F die gegebene Fläche, P der gegebene Punkt', und x 
der gesuchte Bertthrungspünkt, so beschreibe man um P mit dem 
Badius Px eine Kugel, welche F in x berühren muss. Legt man 
femer durch x jene beiden Ebenen, die F in Kreisen schneiden, 
BD treffen diese Ebenen die Kugel auch in zwei Kreisen und 
jedes in derselben Ebene liegende Kreispaar wird in x einen 
Berührungspunkt haben. Da nun die beiden Richtungen der 
£rei88chnitte von F gegeben sind, so hat man auch die Senk- 
rechten dazu durch P. Alle möglichen senkrechten Ebenen zu 
diesen beiden Senkrechten bestimmen zwei Systeme von Berüh- 
rungskreisen zu denen der Kreisschnitte und durch die Berüh- 
rungspunkte zwei Berührungslinien der Fläche F mit Rotations- 

. Fortschr. d.Math. I. 2. 20 
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flächen, deren Axen jene beiden Senkrechten sind. Der Yerfassel' 
zeigt nun, dass jede dieser beiden Berlihrungslinien den Durch- 
schnitt der Fläche F mit einem hyperbolischen Paraboloide bildet, 
welches als Leitlinien die Mittelpunktslinie der Ereisschnitte yob 
F und die zu den Kreisschnitten durch P gezogene Senkrechte 
hat, und dessen Erzeugende mit jenen Kreisschnittebenen parallel 
sind. Der Punkt x ist der Durchschnitt der gemeinschaftlichen 
Linie beider Paraboloide mit F. Eine Anwendung wird auf des 
geraden elliptischen Kegel gemacht. Mz. 

K. L. Ellis. Demonstration of two theorems in relation 
to a surface of the second ordre. Quart. J. IX, 344-346. 

Erster Satz: Wenn eine jede von den 6 Kanten eine« 
Tetraeders durch eine Oberfläche zweiten Grades in 2 Punkten 
geschnitten wird, und durch diese 12 Punkte — zu dreien grup- 
pirt — 4 Ebenen (je eine einer Tetraederecke gegentLber) gelegt 
werden, und wenn CDdlich diese Ebenen zum Durchschnitt mit 
den Tetraederecken, welche gleichen Ecken gegenüberstehen, ge- 
bracht werden, — so sind diese 4 Durchschnittslinien Erzeugende 
eines einschaligen Hyperboloids und zwar gehören sie demselba 
System an. 

Der Beweis ist rein synthetisch; in jeder Tetraederebene &ir 
steht nämlich ein PascaVsches Sechseck und es wird nachge- 
wiesen, dass jede der 4 PascaPschen Linien jede der im Satz 
erwähnten 4 Durchschnittslinien trifft. 

Zweiter Satz: Man errichte auf jeder Tetraederebene all 
Basis eine dreiseitige Pyramide und verbinde die Spitze jeder 
solchen Pyramide mit der Gegenecke des Tetraedern. Bertthra 
nun die 12 Seiten der 4 Pyramiden eine Oberfläche xweitei 
Grades, so sind jene 4 Verbindungslinien Erzeugende eines ein- 
schaligen Hyperboloids und gehören demselben System an. 

Der Beweis ist dem vorigen analog und st&tzt sieh auf den 
Brianchon'schen Satz von den Kegelschnitten. 

Zum Schluss giebt der Verfasser noch einige ZusMtze, wie 
etwa den zum ersten Satz, dass die Tetraederebenen das in Bede 
stehende Hyperboloid berühren u. a. m. Mz. 
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TAXJDIGL. Anwendung der räumlichen Central- und Paral- 
lelprojection zur Lösung verschiedener die Flächen 
zweiter Ordnung betreffenden Probleme. Wien. Ber. 

L.VIIL 811-831. 

3arboux. Construetion de la surface du deuxifeme ordre 
d^termin^e par neuf points. Inst, xxxvi. i sect. 205. 

Siehe Abschn. IX. Cap. 1, p. 275. 

P. Matzek. Beitrag zur Construetion von Berührungs- 
ebenen an Rotationsflächen. Wien. Ber. LVIII. 44-48. 

IP. PiCQüET. Sur la construetion des axes d'une sur- 
face du second degrö. Nouv. Ann. (2). VII. 456-462. 

Nach einigen einleitenden Worten betrachtet der Verfasser 
irgend einen Kreisschnitt eines Kegels vom zweiten Grade; alle 
Systeme conjugirter Durehmesser bestimmen in der Ebene dieses 
Schnittes eine ebene Involution, von welcher dieser Schnitt drei- 
facher Kreis ist; betrachtet man ausserdem in dieser Ebene die- 
jenige ebene Involution, die durch die Schnittpunkte der Kanten 
aller möglichen rechtwinkligen Trieder, deren Spitze die Kegel- 
ipitze, gebildet wird, so sind die Schnittpunkte der Axen des 
Kegels die Ecken des Dreiecks, welches beiden Involutionen ge- 
meinschaftlich ist. Da dieses Dreieck einen Punkt im Unendlichen 
hat, so ist eine Axe des Kegels den cyclischen Ebenen parallel. 

Im Nachfolgenden deutet der Verfasser den Beweis daftlr 
an, dassje drei conjugirte Durchmesser eines Kegels zweiten Grades 
auf einer Schnittebene ein Dreieck bestimmen, das der Schnittfigur 
ßODJugirt ist; er weist nämlich nach vorausgeschickter Definition 
von Flächen zweiten Grades und ihren Polarebenen etc. nach, 
dass je 3 conjugirte Durchmesser einer beliebigen Fläche zweiten 
Gfrades auf der unendlich entfernten Ebene ein der Schnittfigur 
3onjugirtes Dreieck bestimmen, woraus dies für einen Kegel 
nittels der Perspective für jeden beliebigen ebenen Schnitt folgt. 

Mz. 
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» 

Th. Reye. Einfache lineare Consfruction der Flächen 
zweiter Ordnung aus neun und ihrer Durchdringungs- 
curven aus acht Punkten, Schlomilch z. XIIL 527-530. 

Die gegebene Construction gewinnt der Verfasser wesenflidi 
ans den in der Arbeit „ttber Curvenbündel HI. Ordnung" (sielie 
p. 289) entwickelten Sätzen. Wie der Verfasser bemerkt, hat die- 
selbe Construction bereits v. Staudt angegeben, jedoch mit gu» 
anderer Begründung. Sek 

P. Serret. Sur la d^termination graphique des axes 
principaux des courbes et des surfaces du second 

ordre. Nouv. Ann. (2). 352-363. 

Nachdem eine geometrische Construction der Bichtung da 
Hauptaxen eines Kegelschnitts gegeben ist, wenn derselbe 1) durol 
seinen Mittelpunkt und 3 Punkte der Peripherie, 2) durch da 
Mittelpunkt und ein ihm conjugirtes Tripel bestimmt ist, findet 
die Aufgabe eine Lösung: Aus drei conjugirten Halbmessern«^ 
oby oc einer Fläche zweiten Grades die Richtungen der Eanj^ 
axen zu construiren. Seh. 

E. Weyr. Ueber Krümmungslinien der Flächen zweiten 
Grades und confocale Systeme solcher Flächen. Wien. 

Ber. L VIII. 60-83. 

Eine Beihe von Beziehungen der Flächen zweiten Grades n 
ihren Fokalkegelschnitten werden entwickelt, und aus diesen Be- 
merkungen über die Bichtung der Erümmungslinien in den Funk- 
ten der Fläche hergeleitet. Aus der reichen Fülle yon Sätzen, 
welche der Verfasser aufgestellt, möge Einiges zur Kemoeiek 
nung dienen: 

Durch jeden Punkt einer Fläche zweiten Grades lassen sieb 
zwei Botationskegel legen, welche die Fläche in jenem Punkte 
berühren. Beide Kegel schneiden sich, da sie derselben Flädie 
zweiten Grades umgeschrieben sind, in zwei Kegelschnitten, welche 
durch jenen Punkt gehen. Die Schnittriebtungen derselben and 
die Hauptkrümmungsrichtungen der Fläche in jenem Pankt Dieee 
mit der Normale zusammen bilden ein rechtwinkliges Dreikant, 
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welches die Hauptebene in einem bezüglich des Fokalkegelschnitts 
larmonischen Tripel schneidet, etc. etc. 

Bevor der Verfasser zu den Krilmmungslinien ttbergeht, ent- 
rickelt er eine Definition der Hauptkrümmungsrichtungen, welche 
a aller Kürze Platz finden möge. 

Jede Kugel einer Schaar, welche eine Fläche in einem ihrer 
Mnkte m berührt, schneidet die Fläche in einer Curve, für 
welche jener Punkt Doppelpunkt ist. Die Tangentenrichtungen 
1er Schnittcurve in jenem Doppelpunkt bilden eine Involution, für 
welche die Doppelstrahlen die Axen der Indicatrix sind. Diesen 
ixen entsprechend giebt es zwei Kugeln, für deren Schnittcurven 
lit der Fläche jener Punkt Cuspidalpunkt ist, welche also mit 
er Fläche in m einen stationären Contact aufweisen. Längs der 
'ontactelemente hat die Fläche mit jenen zwei Kugeln gleiche 
Jümmung, folglich gehen die Normalen in den Endpunkten 
ieser Elemente durch die respectiven Kugelmittelpunkte. Die 
ontactelemente liefern die Richtung der Krümmungslinien in 
inem Punkt der Fläche. — 

Mit einer Eeihe von Sätzen über confocale Systeme von 
lachen zweiten Grades scbliesst die an interessanten Hemer- 
angen reiche Abhandlung. Seh. 



. M. Solin. Ueber die Normalenfläche zum dreiaxigen 
Ellipsoide längs einer Ellipse eines Hauptsystems. 

Prag. Abh. (6). II. 

Die oben bezeichnete Fläche erfährt wesentlich eine auf de- 
riptiver Methode sich gründende Behandlung, zu der Entwicke- 
Dgen aus analytischen Darstellungsformen ergänzend hinzutreten, 
jben dem theoretischen Interesse, welches die Fläche bietet, 
,nn sie namentlich, wie der Verfasser bemerkt, bei der Ent- 
ckelung eines Systems der descriptiven Geometrie als Beispiel 
ler windschiefen Fläche mit zwei Leitgeraden und einer Leitcurve, 
t zwei Leitgeraden und einer Leitkegelfläche, mit einer Leit- 
raden und zwei Leitcurven u, s. w. gebraucht werden. Bemer- 
ngen über Benutzung der Fläche als Lagerfläche beim ellipsoi- 
jchen Kuppelgewölbe schliessen die Abhandlung. Seh. 
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A. F. Material Construction of the Rnled Quadrics. 

Messenger IV. 226-237. 

Der Verfasser erinnert im Eingange daran, dass Studirende 
der Mathematik selten eine klare Anschauung der in Rede ste- 
henden Flächen haben, und unternimmt, um diesem Mangel abzu- 
helfen, eine Construction, welche diese Flächen räumlich darstellt*). 

1. Das einschalige Hyperboloid. Zwei rechteckige und 
gleiche Brettchen werden durch 4 gleiche an den Endpunkten 
angebrachte verticale Säulen in unveränderlichem Abstände ge- 
halten. Auf jedes der Brettchen und zwar innerhalb ist ein Kreis 
gezeichnet. Beide Kreise haben gleiche Radien; die Verbindungs- 
linie ihrer Mittelpunkte ist aber nicht senkrecht zu den Brettchen. 
Jeder Kreis ist in 24 gleiche Theile getheilt; die Theilpunkte sind 
durch Löcher markirt. Einem Loche in dem einen Kreise ent- 
spricht nun aber nicht dasjenige des anderen Kreises, bei welchem 
der zugehörige Radius dem des ersteren parallel ist, sondern ein 
um 8 Löcher von diesem entferntes. Die entsprechenden Löcher 
werden durch seidene Fäden verbunden. Man erhält zwei Systeme 
solcher Fäden, da man die constante Entfernung von 8 Löchern 
in zweierlei Sinn nehmen kann. Der Asymptotenkegel wird auf 
ähnliche Weise mit Hülfe zweier kleineren, den ersten concent- 
rischen Kreise dargestellt. 

2. Das hyperbolische Paraboloid. Zwei Hölzchen von der 
Gestalt des Buchstaben A werden so aneinander gesetzt, dass 
die Fttsse sich berühren, während ihre Ebenen einen Winkel 
bilden. Diese Lage wird durch ein Querholz befestigt, welches 
die Mitten der beiden Querstriche der A's verbindet, also mit 
diesen ein H bildet. Die Seiten der A's werden nun in gleiche 
Theile getheilt und die entsprechenden Theilpunkte wie oben durck 
Fäden verbunden. Welche Punkte aber entsprechende sind, er- 
giebt sich aus Folgendem : Die Seiten der beiden A bilden ein 
windschiefes Viereck, dessen Ecken a, b, c, d sein mögen; dem 
Theilpunkte auf ab, der a zunächst liegt, entspricht dann der- 
jenige auf cd, der d zunächst liegt; dem zweiten Theilpunkte auf 

*) Diese Modelle hat Th Olivier bereits 1830 anfertigen lassen. 

M. 
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oi (von .a aus) entspricht dann der zweite Theilpunkt auf cd 
(von d aus), u. s. w. 

Diese Constructionen werden analytisch hegrilndet und zum 
Schlüsse giebt der Verfasser eine Notiz über die Benutzung des 
Schattens, um die verschiedenen Schnitte dieser Flächen aufzu- 
finden. Mz. 

Cayley. Solution of the question 2590. Educ. Times, x. loi. 

Der Beweis des Kummer'schen Satzes: „Wenn eine Oberfläche 
vierten Grades von jeder Ebene, die durch einen festen Punkt 
geht, in zwei Kegelschnitten geschnitten wird, so zerfällt dieselbe 
in zwei Oberflächen zweiten Grades (wenn sie nicht ein Kegel 
iit und der feste Punkt der Scheitel desselben) 'V wird auf das 
Lemma gestützt: „Wenn eine Oberfläche so beschafien ist, dass 
jeder Schnitt durch eine feste Gerade einen Kegelschnitt enthält, 
80 schneiden sämmtliche Kegelschnitte diese Gerade in zwei 
festen Punkten." 

L. Cremona. Sülle superficii gobbe di quarto grado. 

Bend.di Bologna 1868. 96. 97. Mem. deir Ac. di Bologna. (2). Vm. 235-250. 

Rete. Sugli assi delle coniche situate in una superficie 
del secondo ordine. Brioachi Ann. (2). ii. 1-13. 

Geiser. Sülle norinali all' ellissoide. Brioschi Ann. (2). I. 

317-328. 

Synthetische Herleitung.der Sätze über Normalen einer Fläche 
Bweiten Grades, welche Steiner in seiner Abhandlung „lieber 
dgebraische Gurven und Oberflächen'' Grelle J. XLIX aufgestellt 
lat, nebst einer Beihe anderer Resultate. H. 

Jr. Bruno. Alcune proposizioni suUa superficie conoide 
avente per direttrici due rette. Mem. dl Torino. (2). xxiv. 

317-326. ' 

or. Bruno. Nota suUa superficie conoide, la direttrice 
curvi linea della quäle h una linea piana di 2° grado 
ed interseca la direttrice rettilinea del conoide stesso. 

Mem. di Torino. (2). XXIV. 327-332. 
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R. NiEMTSCHiCK. Studien über Flächen, deren zu einer 
Axe senkrechte Schnitte ähnliche Ellipsen sind. Wm 

Ber. LVn. 246-273. 

F. Matzek. Construction der Curven bestimmter Be- 
leuchtungsintensität an Kotationsflächen mit Benutzoog 
berührender Kugelflächqn. Wien. Ber. LVIII. 49-53. 

Lagüerre. Sur les courbes gauches r^sultant de ^^Dte^ 
section de deux surfaces du second ordre. In8txxx?4 

1 sect. 157-159. 

Der Verfasser bemerkt zuDächst, dass man durch eine soli 
Raumeurve 4 Kegel (2. Ordnung) legen kann, deren Spitzen d 
allen Oberflächen (2. Ordnung) conjugirtes Tetraeder bilden, 
durch die betrachtete Raumeurve gehen können. Schneide 
Gerade 2 Gkgenkanten dieses Tetraeders und trifll sie die 
in einem Punkte m, so trifft sie dieselbe noch in einem Z'^^^r 
Punkte m'y der der eonjugirte von m heisst; alle solche ~ 
bilden eine Regelfläche R vierten Grades, welche die be 
Gegenkanten zu Doppellinien hat; und da es 3 Paar 
Gkgenkanten giebt, so hat man 3 solche Regelfläehen und 
zu jedem Punkte m der Raumeurve drei coigugirte. Hier?oi 
gehend, theilt nun der Verfasser eine Reihe von Sätzen 
eonjugirte Punkte einer Raumeurve vierter Ordnung mit' 
Schluss giebt der Verfat>ser noch folgenden Satz über die 
f&hrten Regelfläehen vierten Grades: „Sind D und J die 
Doppellinien, so gehen durch jeden Punkt a von D 2 
Gerade, welche i^ in 2 Punkten b und b* treffen; diesen 
entsprechen wieder Punkte von D, von denen der Punkt 
einer ist^ Mk 

Lagüerre. Sur quelques propri^t^s des surfiices 

matiques. Inst XXXYI. l sect. 38 o. 39. 

Der Verfasser erwähnt znnäehst, da« Movtard folgende 
metrische Definition der in Rede stehenden Fttehen gegeben 
Eine anallagmatische Fläche ist die Einhfillende aUer ieiji 
Kugeln, deren Mittelpunkt eine gegebene Flich6 sweiten 
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durchläuft, und die eine gegebene Kugel rechtwinklig schneiden. 
Eine bestimmte solche Fläche kann auf 5 verschiedene Arten, 
nämlich durch 5 Oberflächen zweiten Grades und ebenso viel 
diesen entsprechende Kugeln erzeugt werden. Der Verfasser setzt 
dann aus einander, in welcher Beziehung diese Flächen zu ein- 
ander stehen, entwickelt hieraus die Focallinien einer anallag- 
matischen Fläche und giebt mehrere Sätze hierüber. Mz. 

Laguerre, Sections circulaires des surfaces anallagma- 

tiques. Inst. XXXVI. 1 Beet. 126 u. 127. 

Nach Angabe einiger Lehn- und Hülfssätze theilt der Ver- 
fasser mit, dass auf einer anallagmatischen Fläche 10 Systeme 
von Kreisschnitten existiren, welche Moutard entdeckt hat. Diese 
Kreisschnitte haben eine Menge Eigenschaften analog den geraden 
Erzeugenden von Flächen zweiter Ordnung. So z. B.: Hat man 
4 Kreise eines und desselben Systems und einen variablen C 
eines andern Systems, der die 4 ersten in a, b^ c, d trifft; 
und legt man durch C Kugeln, welche die anallagmatische Fläche 
in a, by c, d berühren, so ist das anharmonische Verhältniss dieser 
4 Kugeln constant. — lieber die Entstehung der Kreisschnitte 
folgt dann noch Näheres. Mz. 

Lagüerbe. Sur les courbes cassiniennes planes et sphe- 

riques. Inet. XXX VL 1 sect. 117-119. 

Der Verfasser giebt zunächst folgende Definition : Eine sphä- 
rische Anallagmatique (ein deutsches Wort hierfür ist d. B. nicht 
bekannt) ist der geometrische Ort der Berührungspunkte aller 
Tangentialebenen an einen festen Kegelschnitt K und an eine 
Kugel, Es ist dies also eine eigenthttmliche Curve auf der 
Kugeloberfläche, wenn man nämlich die Berührungspunkte auf 
dem Kegelschnitt nicht mitrechnet. Ist nun S der Kreis, in 
welchem die Ebene des Kegelschnitts die Kugel trifil, und kann 
man in den Kreis ein Viereck einzeichnen, das dem Kegelschnitt 
omgeschrieben ist, so heisst die Anallagmatique sphärische Cas- 
Kiki'sche Gnrve. Bezeichnet man mit a, ß, y, 8 die auf einander 
felgeaden Ecken eines solchen Vierecks und durch m einen be- 

21 
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liebigen Punkt der sphärischen Gassinfschen Gurre, so bat man 
die Gleichung: 

ma . my 

mp.mo 
Man erkennt hierin schon eine gewisse Analogie mit der bekan* 
ten Fundamentaleigenschaft der Ellipse des Gassini. Es folgei 
nun noch andere Definitionen, die von der allgemeinen splilii' 
sehen Anallagmatique, welche eine Raumcurye vierten Grades ist, 
und von dem durch diese Gurve gegebenen, der Kugel coigof^ 
ten, Tetraeder ausgehen^ und eine Beihe von Sätzen. Ml 

Peschka und E. Koutny. Freie Perspective in ihrer, ' 
Begründung und Anwendung. Hannover, Rfimpler 1868. 

Schlesinger. Die projectivischen Flächen. (Ein Beitnj 
zur Gestaltung der darstellenden Geometrie im Sinne 
der neueren Geometrie). Wien. Ber. LVIII. 435-442. 

Der Verfasser geht von einer nach irgend einem Ges^ k* 
wegten Ebene E aus , und bezieht jede Lage derselben anf ft 
vorhergehende projectivisch (coUinear), — so dass also 9,nfk9j 
gend 2 Lagen projectivisch auf einander bezogen sind. Der 
derjenigen Punkte, welche einem gegebenen Punkte in derii* 
fangslage der Ebene entsprechen, ist eine Curve a, weldteab 
Seitenlinie bezeichnet wird. — Wenn im Besondem je M 
auf einander folgende Lagen perspectivisch sindi so ist d^ 
derjenigen Geraden, welche einer bestimmten Oennd^ in dtf 
Anfangslage entsprechen, eine abwickelbare Fläobe; im •il(9> 
meinen Falle dagegen ist dieser Ort eine wind8<)hiefe füM 

Irgend einer Curve E^ in der Anfangslage entspiMit in j 
Lage eine Curve E, welche eine Formlinie genannt wird, 
geometrische Ort der Formlinie E ist eine Fläche, wMeke pl^ 
jectivische Fläche genannt wird. Irgend einor Taagente 1t 
in der Anfangslage entspricht in jeder Lage eine Tftngente 
Formlinie E, und der Ort dieser Tangenten ist eine 
Fläche, die im Besondem, wie oben erwähnt , abwiekdbar fril 
kann. Die projectivischen Flächen sind ümfallllungAfläeben jff^ 
geradlinigen Flächen, undi ^\ft ^^^^tmaehmi Fliehen bdv^ 
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„von der ersten Art^, wenn je zwei Nachbarlagen perspecti- 
visch sind; im andern Falle von der zweiten Art. 

Jede Fläche der ergten Art wird längs einer Formlinie von 
einem Kegel berührt; der Ort der Scheitel dieser Kegel heisst 
die Scheitellinie der projectivischen Fläche. 

Die projectivischen Flächen lassen sich nun nach der Art 
dar SU Grunde gelegten Gollineation noch weiter eintheilen, was 
hier übergangen wird. Von diesen Definitionen ausgehend gelangt 
der Verfasser zu folgenden Sätzen : 

„Ist die Scheitellinie einer projectivischen Fläche 
erster Art {n Fl. I.) gerade, so sind die Seitenlinien 
ebene Cürven;'^ die Umkehrung lautet: 

„Sind irgend zwei Seitenlinien einer n Fl. I. ebene 
Carven, so sind es alle, und die Scheitellinie ist eine 
Gerade." 

Diese Sätze finden eine weitere Anwendung auf den speciellen 
Fall der n Fl. I. , deren Formebene E einen Ebenenbüschel be- 
schreiben , so dass je zwei Fonuebenen perspectivisch liegen, 
welche deshalb perspectivische Flächen genannt sind, wäh- 
rend die Axe des Ebenenbüschels Formaxe heisst. Die Resul- 
tate der hierauf bezüglichen Untersuchung können wir folgender- 
massen zusammenfassen: 

„Hat eine perspectivische Fläche mit der Formaxe 
I eine gerade Schnittlinie S, so kann sie zugleich an- 
gesehen werden als perspectivische Fläche mit der 
Pormaxe S und der Scheitellinie s.^ 

Zum Schlüsse der Arbeit giebt der Verfasser eine Eintheilung 
der verschiedenen perspectivischen Flächen nach der Lage der 
Formaxe und der Scheitellinie, wobei er u. a. erwähnt, dass die 
Flächen zweiten Grades als projectivische Flächen betrachtet 
»werden können; er glaubt, dass diese Betrachtungsweise eine 
reiche Quelle für geometrische Untersuchungen werden könne 
und dass sie auch für die darstellende Geometrie von Nutzen 
»ein werde. A. 

&. Dostob. Thöor^me sur le c6ne et sur le tronc de 

Cdne. Nouv. Ann. (2). VII. 45. 
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G. B. Maffiotti. Solution de la question 814. Now. 

Ann. (2). VII. 188-186. 

Denkt man sich eine Rotationsfläche zweiten Grades, derea 
einer Brennpunkt der Mittelpunkt einer Oberfläche S des zweiteii 
Grades ist, und welche die 4 Seiten irgend eines der in Bezie- 
hung auf S conjugirten Tetraeder berührt, so ist die Länge d^ 
äquatorialen Axe der Rotationsfläche constant, welches Tetraeder 
inan auch betrachtet. 

J. WoLSTENHOLM. Solution of the question 2413. Edatj 

Times. X. 37. 

Drei zu einander rechtwinklige Tangentenebenen eines 
lipsoids mit dem Mittelpunkt B, schneiden sich in Ä; danniui 
AB und die drei Normalen der Tangentenebenen Erzeugende 
eines Hyperboloids. 

T. DouoET. Solution de la question 847. Nonv. Ann. (^ 

Vn 417-419. 

Durch eine Gerade, die irgend eine Oberfläche in JITberllbt, 
zieht man verschiedene Schnittebenen. Gonstruirt man für jeda 
der Schnitte die mit M 4 Punkte, gemeinsam habende PanM 
so ist der Ort der Brennpunkte dieser Parabeln ein Kreis. 
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Bheinaubr. Grrundriss der Mechanik fester Körper. 

■Pr, Preiburg i. B. 

Ein kurzer Äbries der Anfänge der Mechanik, der ftlr den 

itcQ Unterricht in der Mechanik berechnet und empfehlens- 
«h ist 0. 

»LUGNON. Cours 616mentaire de möcaaique. Paris, 
Bkchette. 

. Ch. Delaunay. Lehrbuch der analytischen Mechanik. 
Jfach der 4. Auflage des Originals deutsch bearbeitet 
von Dr. G. Krebs. Wiesbaden, Kreidel. 

DaB vorliegende Lehrbuch behandelt vorzugsweise die Cine- 
ük and 'enthält das in den meisten Lebrbtlcheni Stehende. 
I letzte Theil enthält Andeutungen einer Theorie der Bewe- 
Dg der Maschinen. Die Uebereetzung scheint correct; das 
tginal ist dem Referenten nicht zugänglich gewesen. 

0. 

DiGNO. Lepons de m^canique analytique. Paris, Ganthier- 
VÜlara. 

. Schell. Theorie der Bewegung und der Kräfte. 

Leipzig, Teubner. Lief. 1. 1868. 
Da« Referat folgt nach TollstäDdigem Erscheinen des Werkes 
nächsten Bande. 0. 

Farucbr, d. »sth. L t. 22 
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LiGOWSKi. Taschenbuch der Mechanik. Berlin, Ernst und 

Das Buch ist im Wesentlichen eine Sammlung von Foi 
deutet indessen in kurzer und gedrängter Weise die Ableiti 
derselben an. Es eignet sich vorzugsweise zum Nachscli 
für die praktischen Anwendungen. G 

Degüin. Pr^cis de m^canique th^orique et appli< 

Paris, Belin. 

E. BouR. Oours de M^canique et Machines. 
T. I. Cin^matique. 

T. II. Statique -et Travail des forces dang 
machines ä l'^tat de mouvement unifo 

Paris, Gauthier- Villars 1865-1868. 

CoMMiNES DE Marsilly. Recherches math^matiques 

les lois de la mati^re. Paris, Gauthier -Vülars. 
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GiGON. Exercices sur les roulettes extörieures ou 
t^rieures dans les courbes planes. Nouv. Ann. {2\ vn.46a 

Siehe Abschn. VIII. Cap. 2. D. p. 192. 
C. Jordan. Memoire sur les groupes des niouveme 

Brioschi Ann. (2). IL 168-215. 320-345. 

Sowohl jede unendlich kleine, wie jede endliche Verrücl 
eines Körpers ist charakterisirt durch eine bestimmte Kots 
um eine bestimmte Axe und durch eine bestimmte GleitUDg li 
derselben. Durch Wiederholung endlicher YerrttekongeA in 
stimmter Folge lassen sich regelmässige Anordnungen einer 



Oapitel 2. Ginematik. 307 

grenzten Menge von Molecülen ableiten. Die möglichen resul^ 
l^den Formen zu erschöpfen, scheint die Aufgabe der vorlils^ 
^den umfangreichen Arbeit zu sein, die indess wegen UnvoU- 
Ipdigkeit der Bestimmungen und Mangel an Definitionen der^ 
men unverständlich ist, dass sich ihr Inhalt ohne Gefahr, die 
linung des Verfassers zu verfehlen, nicht wohl angeben lässt. 

H. 

OayLEY. A „Smith's Prize" paper. Messeng^r IV. 223-226. 

Der Artikel behandelt in No. 15 die Aufgabe der Trans- 
ition eines rechtwinkligen Axensystems bei festem Anfangs- 
:t in jede Lage durch eine Rotation. H. 

fNHEiM. Sur le döplacement d'une figui'e de forme 
jinvariable. Nouvelle m^thode de normales. C. R. LXVL 

533. Inst. 1 sect. XXXVI. 134. 

Die Arbeit, ihrem Inhalte nach mehr der Geometrie als der 
lematik angehörend, wird im zweiten Bande des Jahrbuches 
ilbhrlicher behandelt werden, da der vollständige Abdruck erst 
ro im J. de ITEc. Pol. erschienen ist. 0. 

B. Dahlander. Om bestämningen af centralaxeln och 
den ögonblickliga rotationsaxeln vid an kropps rorelse. 

Öfv. af Forh. Stockh. Jahrg. 1867 (ersch. 1868). 601. 

Der Aufsatz besteht aus drei Theilen, welche verschiedene 
nkte betreffen. Der erste behandelt die Auffindung der Cen- 
laxe, um welche ein Körper rotiren, und längs welcher er 
iten muss, um aus einer Lage in eine gegebene zweite zu kom- 
KL Chasles führt die Aufgabe auf die Ermittelung des Central- 
)kts in der Ebene zurück; Dahlander löst sie einfacher direct. 

Drei Punkte des Körpers A, B, C sind nach A*, ff, C ge- 
iki. Man ziehe von einem festen Punkte drei Gerade Oa, 
!i Oy gleich und parallel AA\ Bff, CC. Dann steht die Cen- 
3axe senkrecht auf der Ebene aßy — eine Construction, die 
c Verfasser unverändert von Chasles aufnimmt. Jetzt sei S die 
ojection von auf diese Ebene. Die Centralaxe ist dann der 
^Tchschnitt zweier Ebenen, welche zwei der Sehnen AA', BB*, 

22* 
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CC normal beziehungsweise zu (tS, ßd, y8 halbiren. Od s 
die Grösse der Gleitung dar. 

Das gleiche Verfahren wendet Poncelet zur Bestimmung 
momentanen Rotationsaxe an, wo die genannten Sehnen in 
Geschwindigkeiten der Punkte A, B,C tibergehen, die also i 
Sichtung und Grösse bekannt sein müssen. Da aber die Grö£ 
Verhältnisse schon durch die Richtung bestimmt sind, so stellt 
Verfasser im zweiten Theile folgende Construction derselben 

Man trage auf AB zwei gleiche Stücke Ap, Aq auf. 5 
durch p, q gehende, zu AB normale Ebenen schneiden die 
gebenen Richtungslinien AA\ BB* in A*, ff. Eine Ebene d 
A' normal zu AC schneide letzteres in r; man trage Ar aul 
von C aus ab und bestimme C wie oben B'; dann sind A 
C gleichzeitig erreichte Punkte. 

Drittens wird der Satz aufgestellt und bewiesen, dass 
kürzeste Verbindung zweier homologen Punkte auf zwei b 
bigen homologen Ebenen des Körpers in seinen zwei Lagen 
unbegrenzte Gerade die Centralaxe, nach Grösse die Gld 
darstellt; anwendbar auch auf die momentane Bewegung. 

E 

Chr. Wiener. Sul moto di una figura plana che, n 
tenendosi simile a sh stessa, scorre con tre delle 
rette sopra tre punti fissi. Brioschi Ann. (2). I. 139 

Bewegt sich ein Dreieck A^ JS. C, , indem es beständig 
ähnlich bleibt, so, dass seine Seiten a^y b^^ c^ einzeln doi 
feste Punkte A, B, C gehen, so beschreiben seine Ecken Ki 
bestimmt durch die betreffende Ecke und je 2 von 3 festen Pui 
auf den Seiten, und diese Kreise schneiden sich in einem Punk 

Ein fester Punkt, durch den eine Gerade bei ihrer Bewe 
beständig geht, heisse ihr Gleitungspunkt, und falls sie nicht d 
gleitet, ihr Drehungspunkt. Dann gelten noch folgende Säl 

Eine Gerade von einer Ecke A^^ ausgehend hat zum Gleiti 
punkt ihren Durchschnitt mit dem von A^ beschriebenen Ki 

Ein Punkt auf a^ beschreibt einen Kreis, der noch i 
A und D geht. 

Eine beliebige Gerade m^ hat zum Gleitungspunkt i 
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zweiten DnrchBchnitt mit dem Kreise, welchen der Schnittpunkt 
yon m^ und a^ beschreibt. Jede Gerade, die einmal durch D 
geht, geht immer durch D. 

Ein Punkt Jlf, beschreibt einen EreiS; der durch D und durch 
den zweiten Durchschnitt von A^ M^ mit dem von A^ beschriebe- 
nen Kreise geht. 

Ein beliebiger Punkt M ist der Gleitungspunkt einer Geraden, 
welche die Durchschnitte zweier an A und B gleitenden Geraden 
a^ und b^ mit den Kreisen MDA und MDB verbindet. 

Ein Bündel von Geraden iüf, bewegt sich so, dass sein Mit- 
telpunkt einen durch D gehenden Kreis beschreibt, während der 
fileitungspunkt jeder Geraden des Bündels im Durchschnitt seiner 
anfänglichen Lage mit demselben Kreise liegt. 

Eine punktirte Gerade kreist um ihren Gleitungspunkt Jlf, 
Während jeder ihrer Punkte einen Kreis beschreibt, der durch M 
Und D geht. 

Ein ebenes System, das, während es sich ähnlich bleibt, 
sieh so bewegen soll, dass 3 seiner Geraden durch 3 feste Punkte 
gehen, ist bestimmt durch seinen Drehungspunkt, einen beliebigen 
Punkt A, und den von A, beschriebenen Kreis. 

Einige noch aufgeführte Sätze sind leichte Folgerungen. 

H. 

E. Habich. Sur le centre instantan^ de rotation et ses 

applications. Mondes (2). XVIII. 709. 750. 

Das Referat wird, da die Arbeit in diesem Jahre nur zum 
rheil erschienen ist, im folgenden Bande folgen. 0. 

The Hodograph in Newton's law. Messenger iv. 147. 
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G. Saladini. Sul principio della velocitä virtuali. Bolopa.! 

M. W. Spottiswoode. Note sur röquilibre des forces 
dans l'espace.. 0. R. LXVI. 97-103. 

Herr Cayley hat (C. R. LXI. 829) Ausdrücke gegeben für 
die Werthe von vier Kräften, welche sich im Gleichgewicht be- 
finden. Diese Ausdrücke enthalten die Momente der Gera- 
den, nach denen die Kräfte wirken; unter „Moment** zweier 
Geraden ist das Product aus dem senkrechten Abstand beider 
und dem Sinus des Neigungswinkels beider gegen einander yer- 
standen. Herr Spottiswoode entwickelt nun mit Hülfe der von 
Cayley und Sylvester gegebenen Fundamentalformeln flir das 
Gleichgewicht eineu entsprechenden Ausdruck fftr eine beliebige 
Anzahl von Kräften. M. 

Fassbender. Les angles, qua les cötös du triangle for- 
ment avec leurs lignes de gravitö respectives. Gronert 

Arch. XLIX. 115. 

Siehe Abschn. IX. Cap. 1. p. 264. 
P. Hackel. 2 Beweise zu dem Satze von H. Fassbender. 

Granert Arch. XLIX. 346-351. 

Siehe Abschn. IX. Cap. 1. p. 264. 

A. H. C. Westphal. Ueber die Beweise für das Paralle- 
logramm der Kräfte. Diss. Göttingen. 

Eine kritische Zusammenstellung der bekanntesten Beweise 
vom Parallelogramm der Kräfte. Abth. 1 enthält die Beweise 
mittelst Zusammensetzung zweier Bewegungen nach Aristoteles 
und Kant. Abth. 2, Zusammensetzung zweier Kräfte aus der Zu- 
sammensetzung zweier Bewegungen, enthält die Beweise von 
Newton und Varignon. Abth. 3 Zusammensetzung zweier Kräfte 
aus mathematischen Principien. Nach einer Zusammenstellung 
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der YoraussetzuDgen werden besprochen: 1) die geometrischen 
Beweise von Daniel Bernoulli, d'Alembert, Lambert, Eytelwein, 
Schldmilch, Scarella, Burg, Möbius, Duchayla, Matzka, Dnhamel 
ond Sturm ; 2) die analytischen Beweise von Foncenex, Poisson, 
Schlömilch, Venini, d'Alembert, Laplace, Burg und Pont^culant. 
Die 4. Abth. enthält Beweise, die sich auf andere Sätze der 
Mechanik gründen. Der Beweis von Grelle beruht auf dem Ge- 
setz des Hebels, der von Zemikow auf dem Princip der leben- 
digen Kräfte, der von Ritter auf dem Princip des kleinsten Zwanges. 
Zugleich ist überall die Quelle bezeichnet. 0. 

J. J. Walker. An Analytical Demonstration of the Rec- 
tangle of Forces. Quart. J. ix. 173 u. 174. 

Ein Beweis, der sich eng an den Laplace'schen anschliesst, 
ohne der Frage eine neue Seite abzugewinnen. 0. 

J. J. Walker. On an easy construction of the centre 
of gravity of the trapezium. Quart. J. IX. 338 u. 339. 

Die einfache Construction beruht auf folgendem Satze: Trägt 
man die kleineren Abschnitte der Diagonalen eines Vierecks von 
den gegenüberliegenden Ecken auf den respectiven Diagonalen 
ab, so ist der Schwerpunkt des von diesen Punkten und dem 
Durchschnittspunkte der Diagonalen gebildeten Dreiecks auch der 
ies Vierecks. Dieser für jedes Viereck geltende Satz gestattet 
nne namentlich für das Trapez sehr einfache Construction des 
Schwerpunkts. > 0. 

Walker. Solution of the question 1496. Educ. Times, ix. 7i. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide ABCD ist derselbe wie der 
3ines Parallelepiped, in dem die Kanten Seitendiagonalen sind. 

tfosT. Ueber den Schwerpunkt der Doppelpyramide, 
des Pyramidalstumpfes und der schief abgeschnittenen 

Säule. Grunert Arch. XLIX. 351-355. 

Die Auffindung des Schwerpunkts der Doppelpyramide durch 
ümkehrung der Verbindungslinie der Spitzen liegt auf der Hand. 
Der Pyramidalstumpf wird als Differenz zweier Pyramiden ange- 
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Beben. In Betreff der schief abgeschnittenen Säule beweist der 
Verfasser folgenden Satz : Wählt man die gemeinsame Kante, in 
der sich die Ebenen der Endflächen und des Mittelschnitts einer 
schief abgeschnittenen Säule schneiden, zu der einen Hauptträg- 
heitsaxe des Mittelschnitts, so ist der in der zweiten Hauptträgheite- 
axe in Bezug auf die erste genommene Schwingungspunkt des 
Mittelschnitts der Schwerpunkt der Säule, — und knüpft daran Fol- 
gerungen über die Gonstruction des Schwingungspunkts. H. 

Most, üeber eine allgemeine Methode, geometrisch den 
Schwerpunkt beliebiger Polygone und Polyeder zu 

bestimmen. Grunert Arch. XLIX. 355-357. 

Der gemeinsame Schwerpunkt zweier in zwei Punkten con- 
cenirirten Massen rückt parallel mit jedem einzelnen dieser Pankte 
fort. Verwandelt man also ein Polygon durch successive Ver- 
schiebung seiner Ecken in ein Dreieck, so ist es leicht, die sa^ 
cessive Verschiebung des Schwerpunkts dieses Dreiecks zu con- 
struiren, wenn dieses durch rückgängige Verschiebung der Ecken 
seine alte Gestalt wieder annimmt. Dies Verfahren lässt sich 
auch analog auf Polyeder anwenden. H. 

Schwerpunktsbestimmungen von Curvenstucken bei An- 
nahme der Dichtigkeit als Function der Krümmungen. 
(Questions 816, 817, 818, 819) 

durch Touren, Quitteray und Gelski. 
Siehe Nouv. Ann. (2). VII. 39. 128-131; 

Laisant. Sur le centre de gravit^ d'un certain systfeme 
de poids. Question 711. Nonv. Ann. (2). vn. 443. 

C. Neumann- Sul baricentro di curvatura delle curve 

algebriche. Brioschi Ann. (2). I. 280-282. 

Siehe Abschn. Vin. Cap. 2. B. p. 163. 
C. Neumann. Sul baricentro di curvatura delle super- 

ficie algebriche. Brioschi Ann. (2). I. 283 u. 284. 

Siehe Abschn. VIII. Gap. 3. B. p. 234. 
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W. Krumme. Mittheilungen aus: ^Thomson and Tait, 
Treatise on natural philosophy, Oxford 1867". Schiö- 

milch Z. Xni. 347 u. 348. 

Beweis des Satzes: Die Anziehung einer homogenen Kugel- 
sehale auf einen ausserhalb gelegenen Punkt ist dieselbe, als ob 
die Masse der Schale im Mittelpunkt derselben concentrirt wäre. 

0. 

W. Kbümmb. Zweite Mittheilung aus: „Thomson andTait, 
Treatise on natural philosophy." Schiömiich z. xnL 445-450. 

1) Anziehung einer homogenen dünnen Kugelsehale auf ein 
Element der Schale selbst. 

2) Anziehung einer dünnen Kugelschale auf einen Punkt, 
ivenn die Dichtigkeit eines jeden Punktes der Schale der dritten 
Potenz seiner Entfernung von einem nicht mit dem Mittelpunkte 
zusammenfallenden Punkte umgekehrt proportional ist, nebst 
Anwendung auf die Elektricitätslehre. 0. 

F.Grube. Anziehung eines homogenen EUipsoids. Borchardt 

J. LXIX. 359-364. 

In Betreff der Literatur vergleiche man die ziemlich voll- 
ständige Uebersicht in: Jullien, Probl^mes de m^canique rationelle. 
Bd. II, p. 310. 

Verfasser zerlegt das Ellipsoid durch Ebenen, welche auf 
einer Hauptaxe senkrecht stehen, in unendlich dünne elliptische 
Platten und formt ihre Potentiale in einfache Integrale um. Zu 
dieser Transformation verhilft der Satz, dass 



/ 



}/(i4costp — ay+(jB8int//— fey+c' 
identisch ist mit dem reellen Theile von: 

J ixi^A'-^xXB^x) - c\A'+xXB'-\-x^-'a^x(B\xyVxiA\x') 

Hierauf ergeben sich ohne weitere Schwierigkeit die Componen- 
ten der Anziehung des EUipsoids selbst in der bekannten Form. 
Schliesslich macht der Verfasser darauf aufmerksam, dass sein 
Entwickelungsgang eine Verallgemeinerung des Problems zulässt. 
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Man könne auf dieselbe Weise die Anziehongs-Gomponenteo 
eines jeden Körpers von elliptischem Querschnitt in Form eines 
einfachen Integrals darstellen, welcher von irgend einer Ober- 
fläche zweiten Grades und zwei mit dem elliptischen Querschnitt 
parallelen Ebenen begrenzt wird. K. 

F. Mertens. Bestimmung des Potentials eines homogenen 

Polyeders. Borchardt J. LXIX. 286-288. 

Die Abhandlung leitet das Potential eines homogenen Poly- 
eders, welches zuerst von Mehler Borchardt J. LXVI, 375-381 
gegeben wurde, auf einfache Weise aus einem Satz von Gauss 
ab, welcher die Umformung gewisser über das Volumen eines 
beliebigen Körpers V erstreckter Integrale in Doppelintegrale 
betrifft. K. 

Dale. Solution of the question 2400. Bdnc. Times. IX. 23. 

Drei schwere, gleich lange Stäbe in der Stellung der Seiten- 
kanten einer umgekehrten PjTamide sind im Gleichgewicht, wenn 
ihre oberen Enden durch gleich lange Fäden verbunden und ihre 
unteren Enden um einen festen Punkt frei beweglich sind. Die 
Spannung der Fäden wächst mit ihrer Länge, wie cosec'ö, wenn 
6 die Neigung der Stäbe gegen eine Ebene ist. 

Walker. Solution of the question 2605. Educ. Times. 1.60. 

Ein horizontaler Balken AB wird an beiden Enden unter- 
stützt. Eine Last W, die gleichmässig auf einer constanten Länge 
PQ vertheilt ist, bewegt sich auf dem Balken. Dann ist das 
Krümmungsmoment eines Punktes X am grössten, wenn PXiQX 

= AX:BX, und seinWerth ist M = -^^'AX'BX{AB — iPQ). 

F. Minding. Demonstration d'un theor^me de statique. 

Bull, de St. P6t. Xn. 233-239. 

Der Verfasser hatte in früherer Zeit (Grelle J. XIV, 289-315) 
eine Arbeit über den Mittelpunkt nicht paralleler Kräfte veröffent- 
licht, an die sich kurze Zeit darauf (Grelle J. XV, 27-38) eine 
Fortsetzung: „lieber den Ort der Resultanten eines Systems yon 
Kräften, die einer Drehung unterworfen werden'^ «naohlosis. Das 
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ultat dieser Arbeiten war folgender Satz: „Wenn die Kräfte 
98 beliebigen Systems, die, an einen Punkt ihrer Richtung 
rtragen, sieh nicht aufheben, ohne Aenderung ihrer gegen- 
igen Neigungen um ihre Angriffspunkte gedreht, und, was 
:ieT auf unzählige Arten möglich ist, in eine solche Stellung 
rächt werden^ dass sie sich durch eine einzige ersetzen lassen, 
trifft die Richtung dieser Resultante eine Ellipse und eine 
perbel, welche den Centralpunkt zum gemeinschaftlichen Mittel- 
ikt haben, und in zwei aufeinander und auf der Centralebene 
krechten Ebenen so mit einander verbunden liegen, dass die 
beitel der einen mit den Brennpunkten der andern zusammen- 
«n." Den Beweis dieses Satzes reproducirt der Verfasser in 
|r kürzeren Fassung und ohne Berücksichtigung der Details, 
: in den oben citirten Arbeiten in Folge der allgemeineren 
Bsung sich angelehnt hatten. 0. 

ii Eggers. Auflösung einer statischen Aufgabe. Wolf 
b. XIII. 

r Es sind 3 feste Punkte A, B, C gegeben. Um A dreht sich 
bi feste Stange r, an deren Ende sich eine Rolle P befindet. 
i'Ä ist ein Seil befestigt, welches über P geht und vermittelst 
in C angebrachten Rolle durch ein Gewicht gespannt ist. 
soll den Punkt des um A beschriebenen Kreises finden, in 
lem Gleichgewicht fftr das System stattfindet. 
I^Da die Halbirung des Winkels CPB Bedingung fttr das 
Ifebgewicht ist, wird durch die Halbirungslinien auf BC ein 
iBlatorisches Punktsystem mit den Doppelpunkten B und C ge- 
€et, also ein Strahlensystem mit dem Mittelpunkt A und den 
^pelstrahlen AB und AC. Dies inducirt ein Büschel von Kreisen, 
ren Durchmesser die Entfernung je zweier conjugirten Punkte, 
d deren Potenzlinie das im Halbirung spunkte von BC errichtete 
^ ist. Jedem conjugirten Strahlenpaare entspricht nun ein 
•eis des Büschels. Die Gesammtheit der Punktepaare, die durch 
VI Schnitt der Kreise mit den correspon'direnden Strahlenpaaren 
Ütehen, giebt den gesuchten Ort für P. Es ergiebt sich fttr 
a Fall der schiefen Lage des Curvenbüschels gegen das Strahlen- 
Vtem A eine Curve vierter Ordnung, die sieh aber, da BC «einen 



= 
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Theil des Punktesystems bildet, auf eine Cnrve dritter Ordnungr 
reducirt. Von diesen Punkten geben reelle Lösungen 4, die aus 

■ 

den Schnittpunkten des Auges der Schleife und der unendlichen 
Zweige der Curve bestehen. 2 Losungen, die von dem Schnitt 
der Geraden BC herrühren, gelten, wenn BP oder CP ein Maximum 
oder Minimum sein soll. 

Von der Gleichung der Strahlenbttschel und der Kreisbüschel 
ausgehend, gelangt der H. Verfasser auch zu einer analytischen 
Lösung der Aufgabe. Die Gleichung der Curve wird 

(p-cy+y% Qx + cy+y' 

[ßx + iic-a')y^cß]\ Ißx^Qc+a^y + cßY 
WO BC = 2c, « und ß die Coordinaten von A sind. 0. 

Grünert. Vollständige analytische Entwickelung der Be- 
dingungen, welche erfüllt sein müssen, wenn ein System 
von Punkten, an dem Eo-äfte wirken, astatisch sein soll. 

Grunert Arch. XLIX. 369-459. 

Damit ein System von Kräften bei allen Verrückungen des 
Systems der Angriffspunkte im Gleichgewicht bleibe, ist ausrei- 
chende Bedingung, dass die 3 Summen der Componenten und 
die 9 Summen der statischen Momente der Kräfte für 3 recht- 
winklige Axen und Ebenen Null seien. Nach Herleitung dieser 
Bedingungen behandelt die Schrift die Herstellung des astatischen 
Zustandes durch HinzufUgung einer Kraft, dann einer Kraft und 
eines Kräftepaars, dann einer Kraft und zweier Kjäfiepaare, dann 
für den Fall, wo die 3 Summen der Componenten Null sind, durch 
Hinzuftiguug dreier Kräftepaare, dann den Fall einer festen Dreh- 
axe, endlich den eines festen Drehpunkts. H. 

Grünert. Allgemeine analytische Entwickelung der Theo- 
rie der Kräftepaare. Grunert Arch. XL VIII. 412-456. 

Der Gegenstand kann eine weit einfachere Darlegung bean- 
spruchen, die umsomehr geboten war, als der Verfasser auf die 
Vorzüge des analytischen Verfahrens Gewicht legt. H. 

Chr. Hansen. Lösning a£ Opgaverne 151. 152. 153. 

Tycheen Tidsekr. IV. 79. 85-87. 

Beispiele aus der Statik. H. 
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. Badon Ghyben. Over eene bijzondere Eigenschap 
van evenwijdige krachten, wier som neel is. Versl. en 

Mededeel (2). IL 327-330. 

AV. Walton. *0n the equilibrium of an aggregation of 
spherules. Quart. J. rx. 76-82. 

Der Verfasser denkt sich in einem Gref^se Kugeln von 
gleichem Radius schichtweise übereinander gelegt, so dass eine 
jede auf vieren der nächstfolgenden Schicht ruht. Er bestimmt 
den vertikalen und horizontalen Druck, den die einzelnen Kugeln 
erleiden. Daran knüpfen sich fieflexionen über die Berechtigung, 
eine Flüssigkeit theoretisch als aus discreten Molekülen bestehend 
zu betrachten. 0. 

A. Hill Curtis. On the equilibrium of a heavy body 
bounded by a sui'face of revolution, and resting on 
a rough surface also of revolution. Quart. J. ix. 41-47. 

Wenn ein schwerer Körper auf einer rauhen Oberfläche ruht, 
so findet stabiles, unstabiles oder neutrales Gleichgewicht statt, 



je nachdem — ^ [- -^ ist, wo a die Entfernunff des Schwer- 

a — r H ^ 

punkts des Körpers vom gemeinsamen Berührungspunkte, r und 
R die Krümmungsradien der Oberfläche in diesem Punkte sind. 
Herr Hill Curtis behandelt in der vorliegenden Arbeit den Fall 

des neutralen Gleichgewichts (— = [-— ) fttr den Fall, dass 

beide Oberflächen Revolutionsflächen sind, indem er die Ungleich- 
heit 8\^ — j4-3(^_j^0, von der die Entscheidung, ob stabiles 

oder labiles Gleichgewicht eintritt, abhängt, für die einzelnen 
Fälle untersucht. 0. 

E. Hill. On the Metacentre in a Fluid of Varying Density. 

Messenger IV. 164 u. 165. 

Ableitung der Formel ^-^^^ ^ ^ fllr das Metacentrum eines 

rn 

Körpers, der in einer Flüssigkeit schwimmt, deren Dichtigkeit mit 
der Tiefe variirt. q ist die Function der Dichtigkeit, m die Masse 
der verdrängten Flüssigkeit. 0. 



31g X. Abschoitt Mechltnik. 

C. Jordan. Memoire sur la stabilit^ de l'^quilibre des 

Corps flottants. Brioschi Ann. (2). I. 170-221. 

In sehr ausflihrlicher Weise behandelt der Verfasser das 
Problem von der Stabilität des Gleichgewichts schwimmender 
Körper mittelst einer Methode, die nicht wesentlich neu ist. Die 
Bedingung, dass dasselbe ein stabiles sei, wird darauf zurück- 
geführt, dass die Wurzeln einer kubischen Gleichung, die sich 
bei Bestimmung der Constanten ergiebt, alle negativ sind, eine 
Bedingung, die sich, wie der Verfasser zeigt, auf die bekannte 
Bedingung aF+« >0 zurückführen lässt. Vernachlässigt sind da- 
bei alle Glieder, die von höherer als der ersten Potenz sind. Zum 
Schluss wird dann noch untersucht, ob die vernachlässigten Glieder 
mit der Zeit einen Einfluss auf die Stabilität des Gleichgewichte 
ausüben können, was nicht der Fall ist. 0. 

L. BoLTZMANN. Studien über das Grleichgewicht der leben- 
digen Kraft zwischen bewegten materiellen Punkten. 

Wien. Ber. LVIIL 517—560. 

Siehe Abschn. IV, p. 78. 
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CayLEY. A„Sniith'sPrize"paper. Messenger IV. 211-217.221-223. 

Folgende aus der Reihe der verschiedenen Artikel betreffen 
Gegenstände der Dynamik: 

N. 8. Drei Punkte, die sich nach dem Gravitationsgesetz 
auf einer Geraden bewegen, können in proportionalem Abstände 
verharren: das Verhältniss hängt von den Massen ab. 

N. 9. -Explication der Gleichung der Planetenbewegung. 

N. 10. Differentialgleichung für die Bewegung einer mate- 
riellen Geraden, die bei gegebenen Kräften längs einer Regel- 
fläche fortrückt. 
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N. 14. Ueber Poisson's und Lagrange's Theorien in Betreff 
er Variation der Gonstanten in mechanischen Problemen. 

H. 

?OLiB. Memoire sur une th^orie nouvelle du mouvement 
d'un Corps libre et d'un corps g^n6. Bull. d. Beig. (2). 

XXVI. Inst. 1 sect XXXVI. 95. 

In dem ersten bereits früher erschienenen Theile dieser Ar- 
beit hatte der Verfasser die Anfangsbewegung untersucht, die 
ein freier Körper annimmt, der von einem System von Kräften 
ingegriffen wird. Im zweiten Theile dehnt er seine Untersuchung 
kuf jeden Moment der Bewegung aus, indem er einerseits die 
lussem Kräfte, die auf ihn wirken, betrachtet, andererseits die, 
iie nothwendig sind, um ihm seine augenblickliche Bewegung zu 
rtheilen. Durch diese beiden Kräfte wird die Bewegung des 
Lörpers in jedem beliebigen Augenblick auf den im ersten Theil 
ntersuchten Fall zurückgeflihrt. Im dritten Theil wird endlich 
Ler Fall eines durch eine feste Gerade oder einen festen Punkt 
gehinderten Körpers untersucht. Ohne Anwendung von Kräfte- 
Haaren wird auch hier die Bewegung auf den im ersten Theil 
)etrachteten Fall zurückgeführt. 0. 






. M. GuLDBERG. Bidrag til Legemernes Molekylartheori. 

Ghristiana 1868. Separatabdruck aus den Verhandlungen der GeseU- 
schaft der Wissenschaften 1867. 

^ Lucas. Recherches concernant la m^canique des 

atomes. CR. LXVII. 163-165, 688-692, 990-993, 1025-1028, 1222-1225. 
Mondes (2). XVH. 496, XVIII. 231, 422, 544, 668. 

Der Verfasser behandelt zuerst das Gleichgewicht und die 
Bewegung eines materiellen Punktes, auf welchen ein System 
on festen Punkten einwirkt, die alle mit dem beweglichen Punkt 
II einer Ebene liegen. Die Wirkung wird proportional den 
fassen und umgekehrt proportional der Entfernung angenommen. 
^ wird gezeigt, dass es in der Kegel nur eine Richtung giebt, 
a welcher der bewegliche Punkt regelmässig wiederkehrende 
ribrationen ausführen kann. Ist demselben irgend eine anders 
gerichtete Anfangsgeschwindigkeit ertheilt, so entfernt er sich 
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immer mehr von seiner ursprttngUchen SteUe. — Sodann werden 
die Bedingungen untersucht, unter denen mehrere fiichtungen yon 
der oben angegebenen Beschaffenheit existiren (der Verfasser 
nennt sie Stabilitätsrichtungen). Je mehr solcher Richtungen 
existiren, desto mehr nähert sich das Gleichgewicht des beweg- 
lichen Punktes dem indifferenten Gleichgewicht. — Femer nimmt 
der Verfasser statt einer endlichen Zahl fester Punkte ihre Zahl 
unendlich gross und denkt dieselben regelmässig yertheilt in den 
Durcbschnittspunkten zweier Systeme von parallelen äquidistanten 
Fäden, so dass die Fäden des einen Systems senkrecht zu den 
Fäden des andern Systems sind. Eine bestimmte Wirkung aof 
den beweglichen Punkt erhält man dann nur, wenn die Anzahl 
der Fäden eines Systems eine endliche ist; ist das System der 
festen Punkte nach zwei Richtungen hin unbegrenzt,- so ist die 
Wirkung völlig unbestimmt; das System, sich selbst fiberlassen, 
vHirde sich weder bewegen, noch in Ruhe bleiben können. 

Kehrt man wieder zu einem System zurück, das aus mer 
endlichen Anzahl von Punkten besteht, und nimmt nun die Wirkung 
einer beliebigen Function der Entfernung proportional, so kann 
man die Form jener Function bestimmen durch die Bedingong, 
dass der angezogene bewegliche Punkt eine oscillatorische Be- 
wegung annehmen soll. Diese Bedingung wird nur erfüllt, wenn 
die Anziehung der Entfernung proportional ist. Soll dagegen die 
Bedingung erfüllt werden, dass der angezogene Punkt unter Ein- 
wirkung des Systems im Gleichgewicht sei, so muss die Anziehung 
der Entfernung umgekehrt proportional sein. 

Zum Schluss betrachtet der Verfasser ein System von festen 
materiellen Punkten, die nicht mehr in einer Ebene liegen, sondern 
beliebig im Räume vertheilt sind. Für die Wirkung eines solchen 
Systems lauf einen freien Punkt werden folgende Sätze aufge- 
stellt. Das Gleichgewicht des Punktes ist immer stabil, wenn 
die Wirkung zwischen den Atomen eine Anziehung proportional 
einer positiven Potenz der Entfernung ist. Das Gleichgewieht 
ist dagegen labil, wenn eine Abstossung proportional einer po»- 
tiven Potenz der Entfernung stattfindet, oder eine Abstossung um- 
gekehrt proportional einer negativen Potenz der Entfernung, falb 
der Potenzexponent gleich oder kleiner als 2 ist, oder wenn eine 
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Anziehang stattfindet umgekehrt proportional einer positiven Po- 
tenz der Entfernung, falls der Potenzexponent gleich oder grösser 
ab 2 ist. Wn. 

E. Radau. 1) Sur un thöorfeme de M^canique. C. R. 

LXVL 1262-1265. Mondes (2). XVH. 319. 

ß. Radau. 2) Remarques sur le probl6me des trois Corps. 

0. R. LXVn. 171-175. Mondes (2). XVH. 492. 

E. Radau. 3) Sur une transformation orthogonale appli- 
cable aux 6quations de la dynamique. C. R. LXVn. 

316-319. Mondes (2). XVII. 579. 

R. Radau. 4) Sur r^limination directe du noeud dans le 

Probleme des trois corps. C R. LXVIL 841-843. Mondes 

(2). XVIII. 367. 

» 

R. Radau. 5) Sur une transformation des ^quations diflF6- 
rentielles de la dynamique. Ann. de rÄc. Norm. v. 311-376. 

1) Beweis des Satzes: In einem freien System von «+1 
Körpern, welche allein ihrer gegenseitigen Anziehung unterliegen, 
giebt es n-f-l »kanonische" Punkte, deren jeder flir die Bewegung 
von je n Körpern des Systems dieselbe Eigenschaft besitzt, wie 
der Schwerpunkt aller für das ganze System, dass nämlich be- 
zogen auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt die Bewegungs- 

gleichungen die kanonische Form -7-5- = -^— , etc. beibehalten. 

Die invariablen Ebenen der einzelnen Partialsysteme sind alle der 
entsprechenden Ebene des Gesammtsystems parallel; zu gleicher 
Zeit nehmen die ersten Ableitungen von den veränderlichen 
Elementen der einzelnen Bahnellipsen eine einfache Gestalt an. 

2) Wenn man bei der Jakobi'schen Substitution zur Be- 
duction des Dreikörper -Problems ttber die Goefficienten in ge- 
eigneter Weise verfügt, so kann man die Bewegung des Systems 
Sonne-Erde-Mond zurückfahren auf die Bewegung einer fingirten 
Sonne und des Systems Erde -Mond um den Schwerpunkt der 
beiden letzteren. Den Bewegungsgleichungen lässt sich dann 
die Haioilton'sche Form geben, wenn man folgende Veränderliche 

Fortscbr. d. Math. I. 3. 23 
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statt der Coordinaten einfuhrt: die Radiusvectoreti und ihre Ab- 
stände vom Knoten, die Flächengeschwindigkeiten and die Pro- 
jection'en der Lineargeschwindigkeiten auf den zugehörigen Radin- 
vector. Aus den acht auf diese Weise entwickelten Gleichungen 
ist dann die invariable Ebene völlig verschwunden. — Die sedu 
Goefficienten der Jakobi'schen Substitution sind, wenn man die 
fingirten Massen als gegeben ansieht, fünf BedingungsgleichuDgai 
unterworfen ; Herr R. giebt ihre Ausdrücke in expliciter Form ab 
Functionen eines willkürlichen Parameters; welcher hier als Hfllft- 
vnnkel auftritt. 

3) Die kanonische Form der Bewegungsgleichungen eines 
freien Systems von n + l Körpern (m^ a?,yi»0 bleibt erhalten, 
wenn man durch eine orthogonale Substitution (»+!)*•' Ordnung 
von den Grössen Xi^mi, fftV^hy ^W^ übergeht zu |,Y/«<, fiiiiky 
CiVf^i' Nimmt man für ^o(lo^ofo) ^^ Masse und den Schwer- 
punkt des ursprünglichen Systems, so erhält man ein System von 
nur n Körpern. Die hier noch auszuführende orthogonale Sub- 
stitution lässt sich zusammensetzen aus einer speciellen und einer 
allgemeinen Substitution n^^"^ Ordnung. Von solchen speeiellen 
Umformungen werden zwei interessante Beispiele angeführt; das 
eine beruht auf der successiven Kombination des ersten KOrpen 
mit dem zweiten, des Schwerpunktes beider mit dem dritten elc, 
das andere auf dem Satze von den kanonischen Punkten. 2^ 
Schluss wird dann aus dem in 2) aufgestellten System kanomaeber 
Veränderlichen durch eine einfache Betrachtung dai^enige abge- 
leitet, welches Edmond Bour gefunden hat und bei dem man nar 
die Bewegung der drei Körper in ihrer gemeinschaftlichen £bene 
zu untersuchen hat. 

4) Sylvester hat schon angegeben, dass man aus dem Problem 
der drei Körper den Knoten ihrer gemeinsamen Ebene in Besag 
auf die invariable Ebene eliminiren könne, ohne die JakoUadie 
Substitution zu benutzen , jedoch die Methode dafbr nickt mögt 
geben. Das hier gelehrte Verfahren beruht auf Folgendem« Kaa 
nehme die den drei Körpern gemeinsame Ebene als «y-EbeBe, 
den Knoten derselben als Abscissenaxe, dann kommt in dem A» 
drucke flir die lebendige Kraft die Knotenlänge selbst nicht vor, 
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aandem nur ihre ernte Ableitung^ welche sich durch die von den 
drei Körpern und ihrem Schwerpunkte gebildeten Dreiecksflächen 
imsdrücken l&sst Femer verBchwindet die partielle Ableitung der 
lebendigen Kraft genommen nach der Neigung. Wenn man dann 
mit Hülfe der Gleichungen fftr den Schwerpunkt die eine Masse 
eUminirt^ so erhält man acht kanonische Differentialgleichungen; 
aus denen der Knoten verschwunden ist. Die Länge desselben 
findet sich nachher durch eine Quadratur. 

5) Die in den G. R. enthaltenen Artikel 1) bis 4) enthalten 
üst gar keine Entwickelungen, sondern nur kurze Mittheilungen 
der Resultate. Die Abhandlung 5) dagegen giebt eine zusammen- 
hängende und sehr ausführliche Entwickelung des Inhalts von 1) 
bis 4). B. 

F. Brioschi. Sur une transformation des ^quations dif- 
f^rentielles du probl^me des trois Corps* 0. B. LXVL 

710-714. 

Die Transformation beruht auf Folgendem. Zunächst wer- 
den die drei Massen durch zwei fingirte ersetzt mit Hülfe des 
Verfahrens, welches Jakobi in der bekannten Abhandlung ttber 
die Elimination des Knotens auseinander gesetzt hat, so dass 

man sechs Gleichungen von der Form -j-^ = •^— erhält. Dann 

wird ein bewegliches Axensystem (X YZ ) eingeführt, dessen XY- 
Ebene mit der Ebene der drei Körper zusammenfällt, während 
die X-Axe den Winkel ta halbirt, welchen die Badiusvectoren r 
und r^ der beiden Massen (i und fi^ einschliessen. Für die asy», 
^it/i^i werden dann folgende Veränderliche substituirt: erstens 
r, Tj, (a, femer die Neigung der XF- Ebene gegen die a?y- Ebene, 
welche in die invariable Ebene des Massensystems gelegt ist, und 
die Winkel, welche der Durchschnitt jener beiden Ebenen mit 
4ßr X- resp. X-Axe einschliesst. Durch die von Hamilton an- 
jiegebwe Methode werden dann neun Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung gebildet, von denen eine, welche die Länge des 
Knotens bestimmt, durch eine blosse Quadratur gelöst wird, so- 
bald die andern acht, welche den Knoten nicht enthalten, integrirt 
sind. Durch eine kleines Modification der Veränderlichen nehmen 
jene ^cht Gleichungen unmittelbar die Form an, welche schon 

23* 
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Edmond Bour im 36. Heft des Journal de TEcole Polytechniqae 
durch ein ziemlich complioirtes Verfahren abgeleitet hat. In 
diesem Falle haben alle acht Gleichungen genau die Hamilton'sche 
kanonische Form. B. 

KüLP. Beitrag zu der Lehre vom Stoss der Körper. 

Gninert Arch. XLVIII. 102-104. 

Trifft ein Körper M schief auf eine Anzahl anderer in Rahe 
befindlicher Körper Jüf' , Jüf ", . . . , so erhält man für die Geschwin- 
digkeit von M nach dem Stosse 

Jfg 

cos»(ilf+Jlf'cos'*a+Jlf''cos*/9+Jir''cosV)-sin»(Jlf'sinacosa-J!f'sin/fcos/9^ 

wo V die ursprüngliche Geschwindigkeit von M, a, ß, y die Y^nkd 
der Centralen mit der ursprünglichen Bichtuug, « endlich der 
Winkel zwischen der Geschwindigkeitsrichtung vor und nach dem 
Stosse sind. Dieser Winkel ^ bestimmt sich aus: 

sin» = 

Jlf 'sin a cos a— Wsin /^ cos/g — jy^sinycosy 

l/[(Jtf+Jtf'sin'a + Jtf"sin'/?+Jlf'"sinV)' + (i«Psinacosa-JIP'sin/Sco8^-Ä"'BiD/( 
oder 

COSiS = 

Jf + Jlf 'sin'« + itf ''sin'/9+ Jlf '''sin V 

y'[(M+Jtf'sin'o+M''sin'/9+M'''sinV)*+(Jlf'sinacosa-Jtf''sin/9cos/?~J!f^^ 

Sind es nur 2 und zwar gleich harte Körper, so sind ihre 6e- 
schwindigkeiten 

_ Jüfp __ JlfDCOsa 

^ ■" Jtf+2Jtf'cosV ' ^ "" Jlf+2ilf'cos'a ' 

0- 

C. J. Matthes. Elementarer Beweis des vollständigen 
Ausdrucks für die Dauer der Pendelschwingungen. 

Granert Arch. XLIX. 358-364. 

Der Beweis gründet sich auf die Reihe: 

3.4. 6.. .2« *^^""2ii+l"^2ii+3* 2+2n+5'2.4"'" 

0. 
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L. SchlAfli. Sul moto di un pendolo, quando la retta 
passante pel punto di sospensione e pel centro di gravitä 
ö, per questo punto, il solo asse principale d'inerzia 
cbe sia diterminato diposizione. Briosohi Ann. (2). 1. 105-131. 

Die Abhandlung bezieht sich auf den sogenannten Lagrange- 
schen Fall der Drehung eines Körper um einen festen Punkt, 
wofbr bekanntlich bis jetzt die vollständige Integration der Be- 
wegungsgleichungen erst hat durchgeführt werden können. In 
§ 1 werden mehrere Formeln aus der Theorie der elliptischen 
Functionen entwickelt, und die Gurven untersucht, welche das 
Argument x einer Theta-Beihe durchlaufen muss, damit in \ogd{x) 
entweder der reelle oder der imaginäre Theil constant bleiben. 
In § 2 werden die Bewegungsgleichungen f&r den allgemeinen 
Fall, sowie das Integral der lebendigen Kraft und das eine Flächen- 
integral aufgestellt; § 3 liefert dann die Differentialgleichungen 
f&r den hier zu behandelnden speciellen Fall und ausserdem fbr 
den Cosinus X des Winkels zwischen der gegebenen Hauptträg- 
heitsaxe und der Richtung der Schwere die Bedingung 

auf Grund deren in § 4 die Bealität der Bewegungen untersucht 
wird, welche den verschiedenen Werthen der Integrationscon- 
stauten entsprechen. §5 und §6 enthalten die Integration der 
Gleichung für Xy und eine Beihe von Transformationen der Inte- 
grationsconstanten in andere Grössen. Die Hauptschwierigkeit 
des Problems, nämlich die einfache Bestimmung der neuen Bich- 
tungscosinus ly fji, v, V etc., welche die Hauptträgheitsaxen mit 
drei im Baum festen Axen bilden, wird auf folgende Weise in 
§7 und 8 erledigt. Durch die Gleichungen 

werden vier complexe Grössen Xy sxfy y, tf eingeführt, durch 

welche sich jene Bichtungscosinus rational ausdrücken lassen, 

während die xy <x}vf selbst gleich Theta- Quotienten werden, deren 

Argumente linear von der Zeit abhängen. §9 giebt dann zum 

Schluss die BestimmuTig dor momentaiien Prebun^saxen, 

Bf 
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E. Page. Mouvements relatifs ä la surface de la terre. 

Nonv. Ann. (2). VH. 337. 

Die Arbeit behandelt das konische Pendel mit Beiücksicli- 
tigung der Botation der Erde. B. 

A. Haillecoürt. Sur la döviation dans la chute des graves. 

Ann de rfic. Norm. V. 112-127. 

Der Verfasser behandelt in vorliegender Arbeit den Fall 
schwerer Körper, indem er von der Abplattung des Sphftroids, 
seiner Translationsbewegung und dem Widerstand der Luft ab- 
strahirt. Die Kugel wird als homogen oder wenigstens als aus 
homogenen Schichten bestehend gedacht. Das Anziehungsgesetz 
ist das Newton'sche. Nachdem der Verfasser zunächst die Bahn 
der absoluten Bewegung des Körpers (eine Ellipse) abgeleitet 
hat, bestimmt er die Ablenkung, die derselbe beim Fall im Sinne 
des Meridians und parallel dem Aequator erfährt. Er gelangt 
dabei zu folgenden beiden Sätzen: Der fallende Punkt hält sidi 
beständig nach Norden in Beziehung auf die durch seinen Aus- 
gangspunkt gelegte Vertikale (auf der nördlichen Halbkugel) und 
beständig nach Osten in Beziehung auf den Meridian , von 4em 
er ausgegangen. 0. 

E. Segnitz. üeber die Gewichtsveränderung, welche ein 
Körper an der Oberfläche der Erde durch die Anziehung 
des Mondes und der Sonne erfahrt. Grunert Arch. XLVUL 

210-216. 

G. Lespiaijlt. Demonstration 616mentaire des lois de 

Newton. C B. LXVn. 38-40. Mondes (2). XVn. 427. 

H. Resal. Observation relative ä la d^monstration 
öl6mentaire des lois de Newton, de M. G. Lespiault. 

C. R. LXVIL 170. 

Die Newton'schen Gesetze werden elementar mit Hfllfe des 
Satzes abgeleitet, dass die Geschwindigkeit eines Planeten in jedem 
Punkte der Ellipse umgekehrt proportional ist dem Lothe yom 
Brennpunkt auf die Richtung derselben; ein Satz, der bei allen 
Bewegungen, für welche das Princip der Flächen gilt, statt hat. 
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Diese von H. Lespiault als neu gegebe&e AbleituDg ist jedoch 
dem Prinoip nach mit deijenigen identisch, die H. Basal in 9,E16- 
ments de Möcanique 1852^ p. 179 und „Traitä de Cindmatique 
pure 1862" p. 33 gegeben hat 0. 

EIaton de LA GouPiLLiERE. Th^or^me sur le tautochro 
nisme des 6picycloides quand on a ^gard au frottement. 

C. B. LXVI. 533-537. Inst (1). XXXVI. 149. LiouvUle J. (2). Xm. 

Anschliessend an den seit Newton bekannten Tautochronis- 
mns der Epicycloiden ftlr den Fall, dass der Mittelpunkt des festen 
Kreises auf den sich bewegenden Punkt anziehende oder ab- 
stoBsende Kräfte äussere, die dem Abstände proportional sind, 
beweist der Verfasser, dass der Tautochronismus auch noch be- 
itefaen bleibt, wenn die Reibung mit in Bechnung gezogen und 
meh noch die Annahme gemacht wird, dass dem sich bewegen- 
jton Punkte ein Widerstand geleistet werde, der der Geschwindig^ 
leit proportional ist Der Punkt des Isochronismus ist der 
Punkt, in dem der Badiusvector mit der Normale den Beibungs- 
räikel bildet Die gewonnenen Besultate behalten auch dann 
aoch ihre Gültigkeit, wenn die Bewegung im entgegengesetzten 
Sinne mit einer Anfangsgeschwindigkeit von dem Punkt des Iso- 
3hronismus aus erfolgt. T. 

Ohr. Hansen. Lösning af Opgaverne 209. 213. 214. 

Tychsen Tidsskr. lY. 49-51. 52-54. 

Auf horizontaler Ebene soll sich ein materieller Punkt in 
konstantem Abstände von einem gleichmässig längs einer Geraden 
;eftlhrten Punkte bewegen. Die Lösung ist umständlicher als 
löthig, da sich aus der eonstanten relativen Flächengeschwindig- 
leit sogleich die gleichmässige relative Kreisbewegung ergiebt 

Zwei gleiche Massen, die sich unter gegenseitiger Anziehung 
luf den Schenkeln ^ines rechten Winkels bewegen, erreichen 
gleichzeitig den Scheitel (vorausgesetzt, dass die Bewegung gleich- 
seitig beginnt) 

Die dritte Aufgabe ist die Berechnung der Bewegung eines 
Punkts auf logarithmiscljer Spirale, angezogen vom Pole. 

H. 
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F. Binder. Centralbewegung mit geradlinig fortsdirei- 
tendem, im einfachen directen Verhältniss der Entfer- 
nung anziehendem Centrum. Dias. Jena. 

Unrichtig. H. 

S. A. Sexe. En Notits angaaende Formlen forFaldrummet 

Nyt. Mag. XV. 180. 

Am Ende. Die Centrifugalkraft und ein Problem aus 
der höhern Mechanik. Pr. H. B. Sprottau. 

Die Centrifugalkraft wird zuerst als Erscheinung aufgefasst 
von Anaxagorag, durch Beharrung der Bewegung erklärt von 
Galilei und Descartes, vollständig bestimmt von Huyghens. Den 
kleinen noch übrigen Schritt, die Beduction dieses Oesetzes auf 
die allgemeinen Hypothesen der Mechanik, konnte die auf jene 
historiscben Notizen folgende sachliche Darlegung leicht in Aus- 
führung bringen. Doch sie wiederholt nur vulgäre Unklarheiten, 
macht Bichtiges durch Unrichtiges, Einfaches durch Complieirtes 
plausibel. Es folgen einige technische Anwendungen der Centri- 
fugalkraft, die sich leicht vermehren Hessen. 

Der zweite Theil der Abhandlung berechnet die Bewegung 
eines Punkts unter dem Einfluss der Schwere längs einer Geraden, 
die um eine feste Axe gezwungen rotirt. Von den zwei aufge- 
führten Methoden kann man die erstere als in jeder Beziehung 
zurückstehend fallen lassen. Das d'Alembert'sche Princip ftthrt, 
ftir gleichmässige Botation, sogleich auf eine lineare Differen- 
tialgleichung mit Constanten CoefGicienten. Eine überflüssige Spe- 
cialisirung ist es, dass die Botationsaxe vertical angenommen 
wird, wodurch die periodische Function der Zeit wegfällt, das 
Besultat also, ohne wesentliche Vereinfachung, sehr an Beich- 
haltigkeit einbüsst. H. 

H. Viehoff. Uebei* ein mechanisches Problem Joh. Ber- 

noulli's. Pr. R. Düsseldorf. 

BemouUi berechnet in Band IV, p. 248 der gesammelten 
Werke die Bewegung eines Körpers in einer Bohre, die horizontal 
um eine zu der ihrigen normale Axe mit constanter Geschwindig- 
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keif rotirt; mifhin ohne Einfluss der Schwere. Viehoff bemerkt 
darin beiläufig einen Fehler, durch Auslassung einer Integrations- 
coDstante entstanden. Sodann verallgemeinert er die Aufgabe 
dahin, dass die Bohre, in welcher der Körper (oder die Gerade, 
längs welcher ein Punkt) hingleitet, in geneigter Stellung um 
die Verticale rotirt, mithin eine gerade Eegelfläche beschreibt. 
Der Gegenstand ist demnach derselbe wie in der soeben be- 
sprochenen Arbeit von Am Ende, nur dass in jeder von beiden 
Behandlungen eine andere unnöthige Beschränkung eingeführt ist. 
Die Methode der gegenwärtigen Arbeit ist übermässig schwerfällig, 
und gewährt keinen rechten Einblick. Auch die Form der Be- 
sultate könnte weit einfacher sein. Warum die Bewegung nach 
der Kegelspitze hin von der Betrachtung ausgeschlossen wird, 
ist nicht einzusehen. H. 

A. Cayley. Reproduction of Euler's Memoir of 1758 
on the Rotation of a Solid Body. Quart. J. ix. 361-373. 

Die von Herrn Cayley reproducirte Arbeit Euler's heisst: 
„Du mouvement de rotation des corps solides autour d'un axe 
variable" und findet sich in denM6m. de Berlin 1758, p. 154 — 193. 
Wesentliches ist nicht hinzugeftlgt. 0. 

H. AM Ende. Ueber die Bewegung eines materiellen 
Punktes auf einer rotirenden Geraden. GrunertArch. 

XLIX. 121-135. 

Botirt ^ine gerade Linie in constanter Entfernung h um die 
Z-Axe, so ist die Beschleunigung eines materiellen Punktes auf 
dieser Geraden (ohne Beibung) 

_ = r.cosa(^— ;+Acosa-^, 

wenn a den constanten Winkel, den die Botirende mit der Xy- 
Ebene bildet, r die Entfernung des Punktes auf derselben vom 
Durchschnittspunkt an gerechnet, w endlich den Drehungswinkel 
bezeichnet. Um zu dieser Formel zu gelangen, ist der Herr 
Verfasser von dem bekannten Satze 

C0B0.COH0^']-C0Hp.C0&p^']-C0Bq.C0Bqi =;= 
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ausgegangen, wo o, o, , . . . die Winkel zweier aufeinander redt- 
winkliger Geraden mit den Coordinatenaxen sind. 

Wirkt auch die Schwere auf den Punkt, so ergiebt sich mit 
Hülfe des d'AIembert'schen Princips: 

-^=:rcos^«(^^; +A.cosa.-^-i;8ina. 

Die Gleichung der Trajectorie wird im Allgemeinen 

1 * * ' a'cos a 

wo C^ und C^ Gonstanten bezeichnen, die abhängig sind von r,, 

h, ay g, a; nämlich fOr den Fall einer Constanten Rotation, wo 

dfa 

— r- = a. 
dt 

Für den Fall der Botation um eine horizontale Axe wird ein be- 
wegliches Hülfscoordinatensystem eingeführt. Man erhält wieder 
bei constanter Drehung: 
rfV 



dt 



Y = a'.cos'a.r— jfcosasin« 

^ ^ flcosa.sinw ^ 

^ * a'(l+C08*a) 



Vollhering. Betrachtung der Bewegung eines der Schwere 
unterworfenen Punktes, der genöthigt ist, sich ohne 
Reibung auf einer Geraden zu bewegen^ die mit ge- 
gebener Winkelgeschwindigkeit sich um eine feste ho- 
rizontale Axe dreht. Pr. G. Cöslin, auch Jena. 

Die Kräfte, welche auf den Punkt wirken, werden nach den 
3 Axen, deren X-Axe die horizontale Botationsaxe ist, zerlegt 
und addirt. Aus diesen 3 entstandenen Gleichungen wird die 
Bewegungsgleichung 

-^ = 4-flf.sina8m*—rsm'a^-^J -j-asma.-^ 

abgeleitet, wo a den Winkel der bewegten Geraden mit der 2- 
Axe, & den Winkel zwischen dem kürzesten Abstände a der 
bewegten Geraden und der positiven Z-Axe, r den Abstand des 
bewegten Punktes vom Schnittpunkt des kürzesten Abstandes 
bes^eicbnet. Da die bewegte Gerade ein einmanteliges Botation»- 
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lyperboloid beschreibt, so Usst mch die Bewegungsgleichung 
»eh ans der Gleichong dieses herleiten. 

Zum Schhiss wird noch der Einfluss der Beibung auf die 
(ewegong besprochen und einige Lehrsätze über die bei derartiger 
lewegung entstehenden parallelen Hyperboloide und Spiralen 
ngeftahrt. 0. 

I. AM Ende. Bemerkung zu einer Aufgabe in ^M. E. 
Bary's neuen physikalischen Problemen'^. GrunertArch. 

XLIK. 110-114. 

In einer Aufgabe, p. 84, wo die Bahn des Mittelpunktes einer 
ogel, die auf dem horizontalen Arm eines Centrifugalapparats 
igefaracht ist^ bei gleichmässiger Botation bestimmt werden soll, 
&m die Kugel auf dem Arm gleiten kann, war irrthtUnlioher- 
eise die Gentrifugalbesohleunigung mit der durch die Centrifugal- 
-aft erzeugten Geschwindigkeit identüScirt worden. Die Gleichung 
)r Bahn wird daher nicht 

mO = ln — , 

ie dort angegeben war, sondern 

. Jacqtjisr. Note sur le mouvement d'un point mat^riel 
dans les sections coniques, conform^ment au principe 
des aires. C. B. LXVIL 289-292. 

Nimmt man an, dass sich ein Punkt unter Oentralanziehung 
der Ebene mit constanter Flächengeschwindigkeit bewegt, so 
Igt daraus, dass die Componenten der Anziehung den Coordi- 
ten proportional sind, dass die^^ahn ein Kegelschnitt, und dass 
s Anziehung dem Quadrat der Flächengesehwindigkeit dividirt 
rdi das Quadrat des Abstandes proportional ist. In Anwendung 
f den Fall der Kreisbewegung ergiebt sich femer, dass die 
>scisse des bewegten Punkts und die (reschwindigkeit seiner 
ojection auf die Absdssenaxe dargestellt werden durch die 
»ordinaten einer Ellipse, deren Halbaxen der Badius und die 
;schwindigkeit längs der Peripherie sind. H. 



332 ^- AbBchnitt. Mechanik. 

K. L. Bauer, üeber einige, auf die parabolischen Wurf- 
linien bezügliche, geometrische Oerter und deren Ge- 
brauch zur Bestimmung der Wurfhohe und Wurfweite. 

Pogg. Ann. CXXXIY. 266-284. Carl Bepeirt lY. 15-82. Mondes (^. 
XVni. 339. 

c' 

Bezeichnet man -tz — mit a, wo c die ertheilte . Anfangs- 

geschwindigkeit ist, so sind die Coordinaten des Brennpunkts der 
Trajectorie des geworfenen Körpers 

X = a.Bm2a, y = — a.cos2a, 
die des Scheitels 

aj = a.sin2a, y = a.sin'ö. 

Betrachtet man hierin a als constant, c als variabel, so erhält 
man durch Elimination von c die Gleichungen der geometrischen 
Oerter der Brennpunkte und Scheitel aller Parabeln, die von 
Körpern herrühren, welche unter constantem Winkel mit varia- 
beler Intensität geworfen werden. Es sind dies 

y = itga,x. 

Beide geometrische Oerter sind also Gerade, welche von einem ge- 
meinschaftlichen Punkte, dem Goordinatenanfangspunkte , ami- 
gehen. 

Die Brennpunktsgerade steht normal auf der mit der positiven 
Richtung der x den Winkel 2a einschliessenden Geraden. Ffir 
a = 0° fällt sie mit der negativen F- Axe zusammen. Zwisohen 
0* und 180° dreht sie sich der Drehung der Wurfrichtung ent- 
sprechend vollständig im Kreise herum. Was die Scheitelgerade 
betrifft;, so bilden die X-Axe, die Scheitelgerade, die Wurfnchtong 
und die F-Axe ein harmonisches Strahlenbttschel. Während je- 
doch die gleichförmige Drehung der Wurfrichtung eine gleich- 
sinnig und doppelt so schnelle Drehung der Brennpunktsgeraden 
hervorbringt, steht die Drehung der Scheitelgeraden nicht in einem 
so einfachen Yerhältniss zu der der Wurfrichtung. Hier tritt von 
0° bis 90° eine zwar gleichsinnige, aber ungleichförmig be- 
schleunigte, über 90° hinaus eine ungleichförmig verzögerte Dre- 
hung ein. 
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Ist c oonstant und o variabel, so wird die Gleichung dee 

Orts der Brennpunkte 

aj« + y' = a'. 

Man findet also einen Kreis mit dem Radius a um den Anfangs- 
punkt des Coordinatensystems. Die Gleichung des Orts der 
Scheitel dagegen wird: 

Hier findet sich also eine Ellipse, deren Mittelpunkt in der Ent- 
fernung ^ vom Anfangspunkt in der F-Axe liegt und deren 

Halbaxen -^ und a sind, ein Resultat, welches sich bereits in 

DuhameVs Mechanik findet. 

Kennt man die Anfangsgeschwindigkeit c^und den Wurf- 
winkel a, so ist der Brennpunkt der Trajectorie der Schnittpunkt 
des durch c bestimmten Brennpunktkreises mit der ftlr a be- 
stimmten Brennpunktsgeraden, und der Scheitel der Bahn der 
Sdinittpunkt der durch c bestimmten Scheitelellipse mit der durc^ 
a bestimmten Scheitelgeraden. Aus diesem Satze ergiebt sich eine 
einfache Construction der Wurfweite und Wurfhöhe bei gege- 
benem c fbr ein beliebiges a. 

Zieht man durch die Durchschnittspunkte des Brennpunkt- 
kreises mit der grossen Axe der Scheitelellipse , d. h. durch' die 
Brennpunkte der letzteren, Vertikale, so werden die von der X- 
Axe und der Directrix begrenzten Stücke {i^ derselben in 4 gleiche 
Theile zerlegt. Die zu den Brennpunkten der Ellipse und den 
oberhalb liegenden Scheiteln gehörigen Wurflinien haben den 
Parameter a und entsprechen den Wurfivinkeln 60", ^—60"; die 
zu den unterhalb liegenden Scheiteln und Brennpunkten gehörigen 
dagegen 3o, 30^ n — 30"; dem Parameter 2a entspricht der Wurf; 
Winkel 45", »—45"; 4a dem horizontalen, dem vertikalen 
Wurfe. Der Parameter 4a entspricht auch der ümhttllenden aller 
diesem a und beliebigem a entsprechenden Wurflinien. 

0. 
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Ph. Brbtok. Similitude möcanique. Mondes (3). XYIIL 

728-731. 

Der Verfasser fordert die Mathematiker auf, das von Bertrand 
im J. de TEc. Pol. aufgestellte Gesetz von der Erhaltung der 
mechanischen Aehnlichkeit aus der Anschauung nach Art der 
geometrischen Aehnlichkeit zu beweisen. 0. 

M. DE Brettes. Application de la th^orie de la simi- 
litude des trajectoires ä la v^rification de la loi de la 
r^sistance de Fair contre les projectiles de l'artillerie. 

C. R. LXVL 657. Mondes (2). XVII. 167. 

M. DE Brettes. Note sur la similitude des trajectoires 
d^crites par les projectiles initialement semblables et 
variables, mßme divisibles pendant leur trajet. CR. 

LXVn. 896. Mondes (2). XVI. 603. 

Sätze über die Anwendung des Gesetzes der mechaniaehen 
Aehnlichkeit auf Geschosse, die ohne Beweise mitgetheilt w^rdea. 

0. 

M. DE Brettes. Ph^nomfene singulier dans le tiir des 
projectiles oblongs par les canons r6gl6s. 0. R LXVI 

804-808. Mondes (2). XVI. 729. 

Radau. Remarques sur le tir des projectiles oblongs. 

0. R. LXVL 1032-1034 

Herr M. de Brettes hatte beobachtet, dass beim SehiesMi 
unter kleinen Winkeln in der Luft stets kleinere Winkel nöthig 
waren, um eine gegebene Tragweite zu erreichen, ab im leeren 
Baume und hatte diese Erscheinung einer vertikalen Componeste 
des Luftwiderstandes zugeschrieben, die den Fall yerzdgere. SeW 
man nun voraus, dass sich längliche Geschosse leicht von vom 
nach hinten gegen ihre Bahn neigen, so ergiebt sich eia Wide^ 
stand gev* im Sinne der Normalen. Die horizontale Gomponeate 
desselben ^ev'sina kann ftlr kleine Winkel vemachlftsogt wwden. 
In der Gleichung der vertikalen Kräfte tritt dagegen diese Wi^ 
kung hervor. Sie wird 

2&F'.cos'qp(tga— tgqp--«gfa:) = 1 — «^^*', 
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WO V die Anfangsgeschwindigkeit, q> den Sohasswinkel , a die 

Neigung der Bahn im Punkte xy bezeichnet und tga = -^ ist. 

Entwickelt man nach x und integrirt zwischen y = 0> x^d und 
y = 0, 0? = JC, so ergiebt sich 

' r.8in2v =y(l-«F')A+iVX*+iÄyjr*+-.., 

eine Formel, die X aus q> und umgekehrt ergiebt fUr kleine ip. 

0. 

P. Gaütier. Mouvement d'un projectile dans Fair. 

Ann. de Tfic. Norm. V. 7-65. 

Das Problem, die Bewegung eines Gesdiosses in der Luft 
mit Berücksichtigung des Widerstandes derselben zu bestimme, 
hat schon früh die Augen der Mathematiker auf sich gezogen. Be- 
reits Newton hat im Jahre 1687 dies Problem gleichzeitig mit 
Wallis bearbeitet. 2 Jahre später pubUeirte Leibnitz eine Ab- 
handlung über denselben Gegenstand. Ihnen folgte eine Reihe 
anderer Mathematiker, unter denen man die Namen Bemoulli, 
Legendre und Euler vertreten findet. Alle Bearbeiter aber betrach- 
teten das Geschoss als einen materiellen Punkt und den Wider- 
stand der Luft als eine Kraft, die in der Richtung der Tangente 
der Bewegung entgegenwirkt. Erst Poisson (J. de FEc. Pol. 
1838 u. 1839) nahm auf die Form des Geschosses Rücksicht, 
freilieh mit der Besdirftnkung, dass sich dieselbe nur wenig von 
einer Kugel unterscheide, und setzte den Widerstand proportional 
dem Quadrate der Geschwindigkeit. (Dicgenigen Leser, die sich 
für die Literatur dieses Gegenstandes intere8sn*en, verweisen wir 
anf: Jullien, Problömes de möcanique rationelle, Paris, 1855, 
1 1, p. 301). 

Herr Gautier sucht nun in der vorliegenden Arbeit das 
Problem fbr jeden Rotationskörper, namentlich in Bezug auf die 
bei gföogenen Geschützen auftretende Derivation, zu Idsen und 
geht dabei von folgender Betrachtung aus. 

Wenn ein Körper seine augenblickliche Lage verlässt, ao 
wirken seine Oberfiächenelemente nicht auf gleiche Weise gegen 
die umgebende Luft und lassen si(^ in Beziehung darauf in 
2 Theile sondern. Der eine Theil geht aus der augenblicklichen 
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Lage heraus. Er comprimirt daher die Luft und erleidet in Folge 
dessen einen Widerstand, der normal von Aussen nach Innen 
gerichtet ist; der andere Theil geht in den besetzten Raum hinein; 
er verursacht eine Verdünnung der umgebenden Luft und erleidet 
daher einen Druck, der geringer ist, als der atmosphärische. 
Dies ergiebt eine von Innen nach Aussen gerichtete Kraft, derei 
Grösse von der Dilatation der Luft abhängig ist. Diese Kräfte 
sind nun nicht überall gleich, sondern hängen von der normalen 
Geschwindigkeit der einzelnen Oberflächenelemente ab. Der 
Widerstand der Luft findet daher der normalen Geschwindigkeit 
der einzelnen Flächenelemente entgegen statt. 

Im ersten Theil wird der Widerstand der ersten Potenz der 
Geschwindigkeit proportional angenommen. Die Bewegungsglei- 
chungen (15 mit 15 Unbekannten, die sich jedoch in Folge der An- 
nahme eines Rotationskörpers auf 14 reduciren) sind in gescUossner 
Form nicht integrirbar. Der Verfasser wendet daher zur Auswerthong 
ein Näherungsverfahren an, das von keinem wesentlichen Interesse 
ist Als erste Näherungswerihe nimmt er diejenigen, die der Be- 
wegung im leeren Baume entsprechen würden. Die Besultate, 
welche sich dabei ergeben, sind folgende: Die Gleichnngen, 
durch welche die Bewegung des Geschosses um den Schwerpunkt 
bestimmt wird, enthalten periodische und unperiodische Glieder. 
Die letzteren repräsentiren eine Gerade, die mittlere Axe des Pio- 
jectils, welche sich um die durch den Schwerpunkt gelegte Ver- 
tikale mit gleichförmiger Veränderung dreht — eine Bewegung, 
die der Präcession analog ist; — diese Axe hat zugleich noeh 
eine zweite Bewegung, vermittelst deren sie sich der Axe nähert 
oder von ihr entfernt — eine Bewegung, welche der säculäieo 
Variation der Schiefe der Ekliptik analog ist — Die wahre Axe 
beschreibt um diese mittlere einen Kegel in demselben Sinne, in 
dem die Rotation des Geschosses um die Axe erfolgt — eine 
Bewegung, die der Nutation entspricht — Aus den Gleichungen 
fbr die Bewegung des Schwerpunkts ergiebt sich eine Derivation 
des Geschosses als Folge der Rotation der Axe um die durch 
den Schwerpunkt gelegte Vertikale. Diese Derivation ist unab- 
hängig von der Ladung. Angewendet wird diese Theorie 1) aufVoll- 
geschosse, die homogen sind und einen Mittelpunkt haben, 2) auf 
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homogene, hohle Kugeln, 3) auf einen homogenen Gylinder, auf 
den eine Halbkugel von gleichem Durchmesser aufgesetzt ist. 

Im zweiten Theil der Arbeit wird der Widerstand, gemäss 
der in den Jahren 1856 und 1857 in Metz gemachten Erfahrung, 
der dritten Potenz der Geschwindigkeit proportional gesetzt. Die 
Rechnung wird in derselben Weise wie im ersten Theile durch- 
gef&hrt. Die Bewegung des wahren Pols um den mittleren er- 
folgt mit constanter Geschwindigkeit. Die Nutationsbewegung ist 
dieselbe, wie bei der ersten Potenz, nur der ßadius hat sich 
geändert. Auch hier ergiebt sich eine Derivation als Folge der 
Kotation um die durch den Schwerpunkt gehende Vertikale, die 
ihren Sinn mit der ßotation des Körpers äudeii;. Grösse und 
Sinn derselben hängen bei gegebener Geschwindigkeit von der 
Form, der Grösse und dem Gewicht des Geschosses ab. Aus 
der Form der gebräuchlichen Geschosse und der ßichtuDg der 
Züge in den Geschützen lässt sich bestimmen, dass die Derivation 
nach rechts von der Schussebene erfolgt. (Der etwaige Einfluss 
der Erdbewegung ist nicht berücksichtigt). Diese Theorie wird 
auf Projectile von cylindrischer Form angewandt und ergiebt 
ResiJÜtate, die mit den in der Praxis gefundenen stimmen, wenn 
matf in Bücksicht ^ieht, dass die Form cylindrisch, nicht conisch 
angenommen ist. 0. 

0. Maxwell. On Governors. Proc. of Lond. XVL 270-283. 

Phü. Mag. (4). XXXV. 385-395. 

. Die Arbeit enthält eine mathematische Theorie verschiedener 
Regulatoren zur Herstellung gleichft^rmiger Geschwindigkeit an 
Maschinen, z. B. derer von Jenkins, Thomson^ Foucault, Siemens» 

0. 

L. Natani. üeber Zahnräder. Carl Bepert. iv. 209-215. 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der analytischen Lösung der 
Anfgabe: Wenn eine beliebige ebene Gurve A durch ihre Gleichung 
gegeben ist, jdie Gleichung der ihr entsprechenden Zahncurve B 
zu finden^ d. h. wenn man sich auf einem Bade von beliebigem 
Durchmesser Zähne von der durch A gegebenen Gestalt denkt, 
diejenigen Zahnformen zu ermitteln, welche auf einem zweiten 

Fortschr. d. Math. I. 3. 24 
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Bade mit ebenfalls gegebenem Durehmesser vorhanden sein mttssen, 
damit die Bäder in einander greifen. Die Lösung wird in jedem 
Falle auf Quadraturen zurückgefllhrt. Es gelingt dies, indem 
nicht direct die Coordinatengleichungen, sondern die Beziehungen, 
welche in beiden Curven zwischen der Bogenlänge und dem 
Tangentenwinkel stattfinden, in Erwägung gezogen werden. 

Ni. 

E. Folie. Note sur la th^orie de la roue Poncelet. Bull. 

de Belg. (2). XXVI. 453-468. 

Rapports sur ce memoire par Liagre et Catalan ibid. 

431 u. 432. 

Die Arbeit enthält eine Theorie des Poncelef sehen Wasser- 
rades, namentlich zur Bestimmung des Maximumnutzeffects, die 
sich nicht wesentlich von andern bereits bekannten unterscheidet, 
deren Resultate sogar den Referenten zu wichtigen Bedenken 
Grund geben. 0. 

C. J. Matthes. üeber eine Construction, durch welche 
man sich die Bewegungszustände einer Reihe vofl 
Punkten bei interferirender longitudinaler Wellenbe- 
wegung veranschaulichen kann. Gmnert Arch. XLH. 

486-488. 

Um für jeden Punkt eines bewegten Mediums zu jeder Zeit 
die Phase zu finden, beschreibt der Verfasser mit der Amplitiide 
als Radius einen Kreis, dessen Peripherie dann die Zeitdauer T 
einer ganzen Oscillation vorstellt, während die Ordinaten den 
Geschwindigkeiten und die Abscissen den Verschiebungen aus 
der Gleichgewichtslage proportional sind. Theilt man nun die 
Peripherie in ebenso viel Theile, als Punkte zu betrachten sind, 
so hat man iUr die verschiedenen Punkte nur von einem anden 
Theilungspunkte aus die Zeit zu zählen. Mit dieser Construction 
findet man leicht die Bewegung einer stehenden Welle, die aus 
einer fortschreitenden und einer reflectirten entsteht Fem^ Iftsst 
sich daraus ohne trigonometrische Transformation die Onmdformel 
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ftar die Fortpflausungsgeschwindigkeit ableiten 

\ro d die Dichtigkeit, e das Maass der Elasticität ist 

Wn. 

Macquorn Rankine. On Waves in Liquids. ProcofLond. 

XVL 344-347. 

Erweiterung des Satzes über die Geschwindigkeit des Fort- 
Bcfareitens einer Welle in Folge eines horizontalen Impulses auf 
den Fall eines beliebigen. 0. 

Saint -Venant. Probleme du remous, ou des gonfle- 
ments produits jusqu'ä de grandes distances dans les 
CQurs d'eau par les barrages qu'on y 616 ve. Inst, 

1 sect. XXXVI. 43-45. 

Aufstellung empirischer Formeln für die Bewegung des 
\Va8sers, die von rein technischem Interesse sind. Wn. 

Stokes. On the communication of Vibration from a vibra- 
ting body to a surrounding gas. Trans, of Lond. CLXVIII. 

44*7-463. 

Leslie hat beobachtet, dass ein Gemisch von atmosphärischer 
Luft und Wasserstoffgas einen Ton ungemein dämpft. Diese 
Beobachtung erklärt Herr Stokes dadurch, dass, je schneller die 
Portpflanzung der Verdichtungen und Verdtlnnungen in einem 
Käse erfolgt, das Gas sich um so schneller dem Zustand einer in- 
ßompressiblen Flüssigkeit nähere, und dass dadurch die Yer- 
rückungen an der Oberfläche des in dem Gase schwingenden 
B^örpers mehr und mehr local würden. Diese Erklärung sucht 
Bern* St. dann durch Rechnung zu begründen. Er betrachtet eine 
Kugel, die in der Art einer Glocke mit kleinen Amplituden inner- 
halb eines Gases schwingt. Für diesen Fall existirt für die Be- 
wegung der Gastheilchen ein Geschwindigkeitspotential, das be- 
kanntlich der Gleichung genügt: 

dt' V dx' ^ dy* ^ ds' ) 

Diese Gleichung wird nun auf Polarcoordinaten tranaformirt, und 

24* 
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unter der Bedingung, dass sich die ganze Kugelfläche periodiseh 
bewegt, gentigt derselben das folgende Integral 

wo Un und Vn Kugelfunctionen der n*^" Ordnung, fn und F, 
Functionen von r sind, die sich nach fallenden Potenzen von r 
entwickeln lassen und die in gehöriger Entfernung von der Kugd 
= 1 werden. Hieraus wird nun unter einer bestimmten Annahme 
über m (das von der Wellenlänge des Tons abhängt) die Ge- 
schwindigkeit in der Richtung r und daraus die Intensität des 
Tones in zwei verschiedenen Entfernungen von der Kugel be- 
rechnet. Es ergiebt sich, dass unter gewissen einfachen An- 
nahmen die Intensität des Tones proportional D' ist (unter D 
die Dichtigkeit bei demselben Druck verstanden). Da nun für 
Wasserstoff D = 0,07 ungefähr (D = 1 für Luft), so ist damit 
die Dämpfung des Tones erklärt. Die hauptsächlichste Annahme, 
die zu diesem einfachen Resultate führt, ist die, dass sich die 
Schwingung der Kugel durch eine Kugelfunction zweiter Ordnung 
ausdrücken lässt; ferner muss der Radius der Kugel hinlänglich 
klein sein. 

Dann wird dasselbe Problem für einen schwingenden Cyünder 
von sehr grosser Länge (z. B. eine schwingende Seite) gelöst 
unter der Annahme, dass die Bewegung nur von zwei Dimensionen 
abhängt. In diesem Falle finden verschiedene gleichzeitige Vi- 
brationen von vei'schiedener Vibrationsdauer statt. Wn. 

Touche. Sur la th^orie du mouvenaent des liquides. 

0. R. LXVII. 1219-1222. 

Aus der Gleichung für die Erhaltung der lebendigen Kraft 
wird die folgende Formel für die Bewegung einer Wassermasse 
abgeleitet : 

df^F.ds 

log -^ + iog4 = 1 r "i-^- + r.^ -^. 

Hier bedeutet F die Resultante der Reibung für die Massenein- 
heit, Sq und s sind die Bogen der Curve, welche ein Wasser- 
theilchen beschreibt; von irgend einem Punkte an gerechnet 
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DbiiBtrnirt man ferner zn jenen Bahnen $ der Wassertheilehen 
iiejenigen orthogonalen Curven, deren Elemente in den Oscnla- 
donsebenen der ersten Curven liegen, so bezeichnet a ein Element 
ier Bahn, welches zwischen zwei aufeinanderfolgenden orthogo- 
oalen Curven liegt, v die Geschwindigkeit an der Stelle a; & 
and t?' haben dieselbe Bedeutung füf einen andern Punkt auf 
ierselben orthogonalen Curve, so dass die Integration nach a 
[ftngs einer solchen orthogonalen Curve auszufahren ist; q ist 
üe Dichtigkeit, t>^ die Oesch windigkeit am Anfang der Bahn. 

Wn. 

0. W. Merrifield. Example of the Application of a 
Graphical Method to the Problem of Rectilinear Motion 
in a Homogeneous Resisting Medium. Phil. Mag. (4)* 

XXXV. 420-423. 

W. Thomson, On vortex motion. Trans, of Edinb. xxv. 217. 

Der Zweck der Arbeit ist es, die Hypothese zu erläutern, 
lass der ganze Raum continuirlich von einer incompressiblen 
Flüssigkeit ohne Reibung erfüllt ist, auf welche keine Kräfte 
wirken, und dass alle Naturerscheinungen (z. B. die Gravitation) 
nur durch Bewegung dieser incompressiblen Flüssigkeit entstehen. 
Zu diesem Zweke behandelt der Verfasser die Bewegung einer 
endlichen Masse einer incompressiblen Flüssigkeit, die in einem 
Glefäss mit festen Wänden enthalten ist, und auf welche keine 
äussern Kräfte wirken. Wn. 

EIelmholtz. üeber discontinuirliche Flüssigkeitsbewe- 

gmigen. Berl. Monatsber. 1868. 215-228. Phil. Mag. (4). XXXVI. 
337-346. 

In dieser Arbeit wird zum ersten Male die Gestalt eines 
freien Flüssigkeitsstrahles fiir einen speciellen Fall theoretisch 
bestimmt. Die zu Grunde gelegten Voraussetzungen sind, dass 
die Flüssigkeit incompressibel ist, dass keine äusseren Kräfte auf 
sie wirken, dass ein Geschwindigkeitspotential existirt, dass die 
Strömungen stationäre sind, und die Bewegung überall nur von 
ewei rechtwinkligen Goordinaten abhängt, also einer festen Ebene 
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parallel ist. Für diesen Fall sind die hydrodynamisdien Glei- 
chungen bekanntlich 

worin 9) das Geschwindigkeitspotential bezeichnet, p den Dmek, 
Q die Dichtigkeit, C eine Constante. Soll nun die strömende 
Flüssigkeit eine freie Grenze haben, so niuss 1) die senkrecht n 
dieser Grenze stehende Geschwindigkeitscomponente auf beiden 
Seiten der Grenze denselben Werth haben , es mnss daher jene 
Grenze selbst senkrecht stehen zu den Linien (p = Const. ; 2) m\m 
der Druck ?iu beiden Seiten der Grenze ein constanter sein. 
Diese physikalischen Bedingungen werden nun auf folgende 
Weise in die Rechnung eingeführt: Die Differentialgleichung 

kann man ersetzen durch das System: 

dq> dx/ß 

, X , dx ^ dy ^ 

dq> d%p 



dy dx 

Dann sind die Linien xp = Const.. senkrecht zu den Linien ^ = 
Const. Kann man nun ein Integral des Systems so bestimmen, 
dass für t// = Const. der Druck p constant wird, so hat man eine 
Linie gefunden, welche den Bedingungen einer freien Grenze 
entspricht. 

Die allgemeine Lösung der obigen Differentialgleichungen 

ist nun bekanntlich 

(f + itp = F(^x + iy), 

wo F eine willkürliche Function, i = }/— 1 ist. Es muss daher 

auch 

, x + iy = F,((]p + tV) 
sein, und es ist nun die willkürliche Function F^ so zu bestim- 
men , dass für einen gewissen constanten Werth von tp auch p 
constant wird, oder bei gehöriger Bestimmung der letzten Con- 
stanten 
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^^^ (äi") '^vdiJ - Tä^vT 



\d(p)'^\dtp) 



r = l. 



Herr Helmholtz stellt nun eine der möglichen Formen der Function 

Fj auf, und zwar 

(3) x+iy = 

A\ff+iip+&P+*y^}-\-Ai jy _269'+»V- e^y+«V +2arcsin [-^ ei(«^-*-<V)]}. 

Da o; dem reellen, j^ dem imaginären Theile der rechten Seite 
gleich sein muss, so sind damit x und y als Functionen von' fp 
und tp bestimmt. Durch Discussion der so erhaltenen Ausdrücke 
werden dann die physikalischen Bedingungen gefunden, denen 
die Lösung entspricht, sowie die Gestalt der freien Grenze seihst. 
Die Gleichung (3) entspricht der Ausströmung aus einem unbe- 
grenzten Becken in einen durch zwei Ebenen begrenzten Canal, 
dessen Breite AÄn ist, dessen Wände von x = — oc bis o; =z 
— il(2— log2) reichen. 

Die hier aufgestellte Methode ist yon Herrn Kirchhoff in 
Borchardt's Journal Bd. 70 in Bezug auf die Bestimmung der 
Function F^ erweitert (siehe den nächsten Jahresbericht); doch 
bleibt auch dabei die Einschränkung nöthig, dass alle Bewegung 
einer festen Ebene parallel ist. Wn. 

Bertrand. Th^or^me relatif au mouvement le plus 

g^nöral d'un fluide. 0. R. LXVI. 1227-1280. Mondes (2). XVIL 
318 n. 319. 

Helmholtz. Sui* le mouvement le plus g^n^ral d'un 

fluide. 0. R. LXVIL 221-225. Mondes (2). XVH. 531, 577 u. 578. 

Bertrand. Note relative ä la th^orie des fluides. C. R. 

LXVIL 267-269. Mondes (2). XVH. 620-623. 

Bertrand. Observations nouvelles sur un memoire de 

M. Helmholtz. C. R. LXVIL 469-473. Mondes (2). XVIL 709 u. 710. 

Helmholtz. Sur le mouvement des fluides, C. R. LXVii. 

754-767. Mondes (2). XVIIL 276, 816 u. 317, 
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Bertrand. R^ponse ä la note de M. Helmholtz. ^ 

LXVII. 773-775. 

Hejümholtz. R^ponse ä la note de M. J. Bertraoc 
19 octobre. c. R. LXVII. 1034 u. 1035. 

Herr Helmholtz ftlbrt in seiner epochemachenden A 
„lieber die Integrale der hydrodynamischen Gleichungen^ m 
den Wirbelbewegungen entsprechen" (Borchardt J. LV) jede 
wegnng einer Flüssigkeit auf drei Fundamentalbeweganga 
rück, die irgend ein unendlich kleines Wasservolnm in deml 
theilchen dt erleidet: 1) eine Fortführung des Wassertheiid 
durch den Raum hin (Translationsbewegung), 2) eine Ausdeta 
oder Zusammenziehung (Dilatation) des Theilchens naeh 
Hauptdilatationsrichtungen, wobei ein jedes aus Wasser gebl 
rechtwinklige Parallelepipedon, dessen Seiten den Hanptfi 
tionsrichtungen parallel sind, rechtwinklig bleibt, wfibrend i 
Seiten zwar ihre Länge ändern, aber ihren früheren Biehfai 
parallel bleiben, 3) eine Drehung um eine beliebig gerid 
temporäre Hotationsaxe. — Von den Resultaten der Untersiid 
sei hier nur das eine erwähnt, welches die Wichtigkeit j 
Zerlegung der Bewegung darthut, dass nämlich in allen H 
wo ein Geschwindigkeitspotential existirt, die kleinsten W« 
theilchen keine Rotationsbewegung haben; wohl aber ist wenig 
ein Theil der Wassertheilchen in Rotation begriffen in ad 
Fällen, wo kein Geschwindigkeitspotential existirt — 

In seiner ersten Arbeit behandelt Herr Bertrand di< 
wegung der Flüssigkeiten von einem anderen Standpunkt 
er bestimmt die Lage desjenigen ebenen Elements, dessen Mol 
nach der Zeit dt sämmtlich in ein anderes, dem ersten para 
Element übergegangen sind. Die Lage eines solchen Elei 
wird bestimmt durch eine cubische Gleichung, so dass es al 
jedem Augenblicke und für jeden Punkt der Wassermass 
oder drei solche Elemente giebt; im letzteren Falle brauche 
drei Elemente nicht orthogonal zu sein. Diese Behandlunj 
Flüssigkeitsbewegung kommt darauf hinaus, dass die Bew( 
in «wei Fundamentalbewegungen zerlegt wird, in eine 1 
lation und eine schiefe Dilatation. — Am Schlüsse seiner i 
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wendet sieh nun H. Bertrand gegen die oben erwähnte Abhand- 
lung von H. Helmholtz und erklärt dessen Resultate für falsch. In 
seiner ersten Entgegnung macht Letzterer darauf aufmerksam, dass 
seine Formeln von derselben Allgemeinheit sind, wie die von H. 
Bertrand aufgestellten. Die schiefen Dilatationen, die H. Bertrand 
untersucht, sind in den orthogonalen Dilatationen von Helmholtz 
enthalten, wenn man zu letzteren noch eine Rotationsbewegung 
Mnzufttgt. — Der weitere Streit dreht sich grösstentheils nur um 
Missverständnisse von Seiten Bertrands, der schliesslich zugiebt, 
die Helmholtz'schen Theoreme seien im Allgemeinen richtig und 
nur nicht präcise ausgesprochen. Wn. 

J. BoussiNESQ. Memoire sur Tinfluence des frottements 
dans les mouvements röguliers des fluides. Liouville j. 

(2). xm. 377-424. 

Der Verfasser definirt die Reibung als den Widerstand, den 
üe Flüssigkeit einer Deformation entgegensetzt; da nun dieser 
Widerstand um so grösser ist, je grösser die Zahl der verschie- 
denen Molecularzustände ist, durch welche die Flüssigkeit geht, 
so hängt er nur von der relativen Geschwindigkeit der dem be* 
trachteten Punkt benachbarten Molectlle ab. Der mathematische 
Ansdrack für die Gomponenten jenes Widerstandes (die tangen- 
tialen Gomponenten sind die Gomponenten der Reibung) wird auf 
genau dieselbe Weise abgeleitet, wie in der Elasticitätslehre die 
Gomponenten der Druckkräfte ; nur sind hier überall die Ge- 
schwindigkeiten der Theilchen an Stelle der elastischen Ver- 
rückungen zu setzen. Es ergeben sich dann für die Bewegung 
^on Flüssigkeiten dieselben Differentialgleichungen, die schon von 
kavier aufgestellt sind, nur dass die Grenzbedingungen hier an- 
lere sind, als bei Navier. 

Diese Behandlung der Flüssigkeitsbewegungen ist indess 
dcht neu. Die Annahme, dass die Reibung, welche zwischen 
•'vvei benachbarten Fljüssigkeitsschichten, oder zwischen einer 
^lüssigkeitsschicht und der sie berührenden Gefässwand statt- 
itidet, der Differenz ihrer Geschwindigkeiten proportional sei, ist 
»chon von Newton gemacht. Unter Zugrundelegung dieser An- 
nahme hat schon F. Neumann das Poiseuille'sche Gesetz über die 
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Bewe^ng des Wassers in Gapillarröhren fheoretisch begrttndeL 
(Aus Neumanns Vorlesungen mitgetheilt von Jacobson in Reichert 
und du Bois, Archiv für Anatomie und Physiologie 1860). Femer 
hat schon Stefan unter der obigen Annahme die Reibung in die 
allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen eingeftlhrt nnd sie 
auf mehrere specielle Fälle angewandt (Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie 1862). Der Haupttheil der Arbeit von Boossinesq 
kann daher nicht als etwas wesentlich Neues angesehen werden; 
doch scheinen dem Verfasser jene Vorarbeiten unbekannt geweses 
zu sein. 

Die allgemeinen Gleichungen wendet der Verfasser auf doi 
Fall an^ dass sich alle Theilchen der Flüssigkeit in geradlinigen 
parallelen Bahnen bewegen und leitet daraus das PoiseuiUe^sche 
Gesetz ab, welches sich auf das Durchströmen von Fltlssigkeiten 
durch längere Röhren unter constantem Druck bezieht; nach 
diesem Gesetz ist die Ausflussmenge in der Zeiteinheit proportional 
der Druckdifferenz an beiden Röhrenenden, umgekehrt proportional 
der Länge der Röhre und proportional der vierten Potenz des 
Durchmessers. — Speciell behandelt werden die Fälle, wo der 
Röhrenquerschnitt eine Ellipse und ein Rechteck ist. 

Eine weitere Anwendung macht der Verfasser auf die Gra- 
ham'schen Versuche über den Ausfluss von Gasen durch Gapilbr- 
röhren und über die Diffusion eines Gases durch eine poiQie 
Wand. Zum Schluss bestimmt Herr B. die permanente Bew^img 
von Flüssigkeiten in horizontalen Röhren oder Kanälen mit ktm- 
förmiger Axe. Wn. 

E. MooN. On the theory of pressure in fluids. Phü. Mag. 

(4). XXX VI. 116-125. 

Für die Bewegung der Luft in einer cylindrischen Röhre 
wird; wenn die Bewegung der Axe parallel ist, folgende Glei- 
chung abgeleitet: 

hier bedeutet p den Druck, q die Dichtigkeit, t> die Geschwin- 
digkeit, a eine Constante, q) eine willkürliche Function. 

Wn. 
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H. Tresca. Memoire sur T^coulement des corps solides. 

M6m. pi^s. de Paris. XVIII. 733-799. 

H. Tresca. Sur Tapplication des formules g^n^rales du 
mouvement permanent des liquides ä l'^coulement 
des Corps solides. Note compl^mentaire. C. R LXVI. 

1027-1032. 1244-1246. 

DB Saint -Venant. Calcul du mouvement des divers 
points d'un bloc ductile de forme cylindrique, pendant 
qu'il s'^coule sous une forte pression par un orifice 
circulaire. 0. R. LXVI. 1311-1325. 

DE Saint -Venant. Solution du prpbl^me des mouve- 
ments que peuvent prendre les divers points d'un so- 
lide ductile ou liquide contenu dans un vase pendant 
son ^coulement par un orifice inf^rieur. Suite et 
Note compl^mentaire. C R. LXVII. 131-137. 203-211. 278-282. 

H. Tresca veröffentlicht im ersten Theile seiner ersten Arbeit 
experimentelle Untersuchungen über den Ausfluss fester Körper 
in Folge starken Druckes. Der zweite Theil dieser Arbeit mit 
den beiden Noten giebt eine mathematische Theorie der dabei 
eingetretenen Erscheinungen, auf die Referent nicht näher ein- 
geht, da H. de Saint- Venant dieselben in übersichtlicher Form 
dargestellt hat. Beide gehen von derselben Hypothese aus und 
gelangen zu im Wesentlichen gleichen Resultaten. Die Hypothese, 
die beide Herren ihren theoretischen Untersuchungen zu Grunde 
legen, ist einerseits die Gonstanz der Volumina, andrerseits die 
Erhaltung der Horizontalität und Vertikalität der materiellen 
Geraden. Der Körper wird in 3 Theile zerlegt: 1) den centralen 
Theil über der Ausflussöffnung, 2) den diesen umgebenden 
Theil des ausfliessenden Körpers und 3) den ausgeflossenen Theib 
den Tropfen. Es werden dann die Vorgänge in diesen 3 Theilen 
gesondert betrachtet. Aus der Combination je zweier der dabei 
erhaltenen Gleichungen ergeben sich die Gleichungen der Trans- 
formirten, d. h. der Linien, in welche die materiellen Horizontalen 
und Vertikalen beim Uebergang aus einem Theil in einen andern 
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Übergehen. Dabei wird der Ansfluss sowohl bei constan 
variablem Niveau untersucht. Die Resultate sind denen ana 
bei Flüssigkeiten erhalten werden. Die ferneren Arbeitei 
de Saint-Venanfs enthalten Erweiterungen dieser Untersucl 
Während ursprünglich nur eine kreisförmige dem ausfliei 
Cylinder concentrische Oefiiiung angenommen wurde, wird 
beiden folgenden der Fall eines Parallelepipeds mit recht 
Oeffnung betrachtet. Die letzte Note endlich enthält all^ 
Untersuchungen über die der Theorie zu Grunde gele^ 
pothese. 

L. BoLTZMANN. Lösung eines mechanischen Pro 

Wien. Ber. LVIII. 1035-1044. 

Siehe Abschn. IV. p. 78. 



Elfter Abschnitt 
Mathematische Physik. 

Capitel L 
Elasticität und Akustik. 

D. CiPOLETTi. Intorno ad alcune definizioni della forza 
di restituzione dei corpi solidi corrispondenti ai due 
metodi analitico e sintetico coi quali h stata studiata 

la teoria dell' elasticitä. Boncompagni Bull l. 43-47. 

Die Arbeit enthält nur historische Daten über die Ansichten 
bekannter Mathematiker hinsichtlich der Elasticität mit genauer 
Quellenangabe der bezüglichen Literatur. 0. 

Bbiot. Sur las vibrations int^rieures des molöcules. 

Liouville J. (2). XII. 

Wittweil Beiträge zur Molecularphysik. Schlömiich z. 

Xm. 211-226. 

Aus dem Fehlen der Dispersion im freien Aether hat Gauchy 
3ekanntlich das Wirkungsgesetz zwischen zwei Aetheratomen 
ils eine Abstossung^ umgekehrt proportional der vierten Potenz 
ier Entfernung bestimmt (Gauchy: Memoire sur la dispersion 
ie la lumiöre, Prag 1836). Daraus folgt, dass die Kraft, welche 
3in aus seiner Gleichgewichtslage yerschobenes Aethertheilchen 
in diese Lage zurückzuführen sucht, positiv, umgekehrt proportio- 
ual der f&nften Potenz der Entfernung und direct proportional 
der Verschiebung ist. Der Verfasser geht nun von den Cauchy'- 
sehen Grundgleiehungen für die Bewegung des Aethers aus, 
nimmt aber die Abstossung der Aethertheilchen als umgekehrt 
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proportional der zweiten Potenz der Entfernung an. Durch eine 
weitere Annahme über eine regelmässige Anordnung der Aether- 
molecüle wird daraus für die beschleunigende Kraft, welche ein 
Aethertheilchen in seine Gleichgewichtslage zurückzuführen strebt, 
ein Ausdruck abgeleitet, der sich von dem Cauchy*schen dadurch 
unterscheidet, dass jene Kraft der dritten Potenz der Verschiebung 
proportional ist ; aus diesem Ausdruck folgt femer nicht unmittel- 
bar, dass die Kraft immer positiv ist. Bei der Ableitung sind 
auch die hohem Potenzen der Verschiebungen berücksichtigt, 
während Cauchy bei den ersten Potenzen stehen bleibt. Es ist 
somit gezeigt, dass den Cauchy'schen Bedingungen auch genfigt 
werden kann durch eine Abstossung umgekehrt proportional der 
zweiten Potenz der Entfernung. 

Im Uebrigen enthält die Arbeit Raisonnements über i^ie Art 
der Einwirkung zwischen Massentheilchen und Aethertheilchen, 
die der Verfasser als eine Anziehung annimmt, sowie über die 
Anordnung der Aethermolecüle um die Massentheilchen herum. 
Die hier von dem Verfasser entwickelten Ansichten sind nicht 
durchweg unanfechtbar. Wn. 

E. Winkler. Die Lehre von der Elasticität und Festig- 
keit mit besonderer Rücksicht auf ihre Anwendung 
in der Technik. I. Theil. Prag. 

Das vorliegende Werk, als Lehrbuch für Techniker bestimmt, 
entwickelt zunächst die allgemeinen Gleichungen für das Gleich- 
gewicht der elastischen Kräfte und wendet dieselben dann auf 
die Bestimmung der Normalelasticität, Schubelasticität (d. h. der 
tangentialen Gomponenten der Elasticitätskräfle ) und Biegungs- 
elasticität gerader und gekrümmter Stäbe an. Ueberall wird auf 
die technische Anwendung hingewiesen. An mathematischen Vor- 
kenntnissen werden nur Differentialrechnung und die ersten £le^ 
mente der Integralrechnung vorausgesetzt. Wn. 

Peschka. üeber die Formveränderung prismatischer 
Stäbe durch Biegung. Schlömiich z. xni. 38 -ö8. 
Wie der Verfasser von vornherein hervorhebt, maehen die 
Besultgte der vorliegenden Abhandlung keinen Ansprueh auf Neu- 
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heit. Diene Resultate beziehen sich auf die Biegung eines Stabes, 
der an dem einen Ende festgehalten und an dem andern belastet 
wird ; sie werden, ohne auf die allgemeinen Elasticitätsgleichun- 
gen zurückzugehen, direct aus den zu Grunde gelegten Vorstel- 
lungen über die Art der Biegung abgeleitet. Ein Hauptvorzug 
der Darstellung ist es, dass die zur Behandlung des Problems 
nöthigen Voraussetzungen im Anfang übersichtlich zusammen- 
gestellt werden. Wn. 

M. Okatow. Anwendung der allgemeinen Theorie der 
Bewegung eines elastischen Stabes auf die Ableitung 
der Differentialgleichungen für die St. Petersburger 
Experimente über den Elasticitätsmodul der Metalle. 

Pogg. Ann. CXXXV. 260-285. 

Für die von Kupfer über die Schwingungen elastischer Stäbe 
angestellten Experimente sind bereits die Differentialgleichungen 
von Zöppritz aufgestellt (Pogg. Ann. CXXVIII u. CXXIX) durch 
directe Betrachtung der Bedingungen des speciellen Problems. 
Diese Differentialgleichungen leitet nun Herr Okatow aus der 
allgemeinen Theorie ab, die von Kirchhoff in seiner Abhandlung 
^Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich 
dünnen elastischen Stabes^' ( Borchardt J. LVI) gegeben ist. Aus 
der von Kirchhoff aufgestellten symbolischen Formel, welche 
die lebendige Kraft und die innere Kräftefunction des elastisch 
bewegten Stabes enthält, werden die allgemeinen Differential- 
gleichungen der Bewegung des Stabes in der Form entwickelt, 
welche man unmittelbar auf physikalische Aufgaben anwenden 
kann. Für die Geschwindigkeiten eines Atoms erhält der Ver- 
fjBusser dabei sehr complicirte Formeln, aus denen sich die Be- 
schränkungen ergeben, denen man die Bewegung des Stabes 
unterwerfen muss. Diese Beschränkungen beziehen sich darauf, 
dass die zweiten Ableitungen der Geschwindigkeiten nicht un- 
endlich gross von einer gewissen Ordnung werden dürfen im Ver- 
gleich mit den ersten Ableitungen, diese letzteren im Vergleich 
2a den Geschwindigkeiten selbst. Diesen Beschränkungen, welche 
die Theorie verlangt, genügen die von Kupfer beobachteten Trans- 
yersalschwingungen zwar nicht genau, aber doch sehr nahe, so 
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dass der Verfasser berechtigt ist, im zweiten Theile seiner Arbeit 
die allgemeinen Differentialgleicbungen auf jene Beobacbtungen 
anzuwenden. Wn. 

A. Walter, üeber die Anwendung der Methode Hamil- 
ton's auf die Grundgleichungen der mathematischen 
Theorie der Elasticität. Berlin. 

Aus der Zahl der Diflferentialgleichungen und der Greni- 
bedingungen in der Elasticitätslehre ergiebt sich die Nothwendj^ 
keit, die Gomponenten der elastischen Druckkräfte (bekanntlich . 
neun, die sich auf sechs reduciren) auf nur drei Functionen, die 
Projectionen der molecularen VerrUckuug, zurückzuführen. Wäh- 
rend man nun bisher in der Elasticitätslehre die Kraftcomponenten 
als lineare Functionen der neun Differentialquotienten der drei 
Verrückungen annahm, setzt der Verfasser jene Kraftcomponenten 
gleich den partiellen Differentialquotienten einer Function der neun 
Differentialquotienten der Verrückung. Sind also u, t>, to die Gom- 
ponenten der Verrückung, ist ferner V eine Function der 9 Grössen 
du du du dt dv dt> dw dw dw 



(te ' dy ' da ' dx ^ dy ^ dz ^ da? ' dy ' dz 
Annahme des Verfassers: 



so ist die 



^ _ dV ^ _ dV Y _ d>" 



. dtt ' y ^ du ^ ^"^ ^ du 

d-r— d-T— d 



dx dy dz 

und ähnlich für die andern 6 Gomponenten der elastischen Druck- 
kräfte. Die allgemeinen Elasticitätsgleichungen nehmen dann 
folgende Form an: 

dV . d / dV \ d / dV \ d / dV \ dPu^f^ 
^ du '^dxl ^duydyi ^du \ dzl ^du j ^A' "" ' 

zu welcher Gleichung noch zwei andere von derselben Fom 
hinzukommen, g bedeutet darin die Dichtigkeit, 17 das Potential 
der äusseren Kräfte. — Diesen Gleichungen wird fUr alle Punkte 
des betrachteten Körpers und für die ganze in Betracht kon* 
mende Zeit genügt, wenn das folgende yierfache Integral 5=0 
wird: 
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■ ■ ■ ■ ■ ^^ du dx 








(>--T-5-/+5c(..) + ^M?GO Xdtd^dydx. 



Hier ist 8 das in der Variationsrechnung gebräuchliche Zeichen; 
die Factoren von 8d und dwy die ähnlich gebildet sind, wie der 
Factor von Su, sind der Kürze wegen in der obigen Gleichung 
nur angedeutet. Die Hauptuntersuchung bezieht sich nun auf 
die Transformation des vierfachen Integrals S durch partielle 
Integration. Dabei wird die Voraussetzung gemacht, dass die 
Dichtigkeit q constant bleibt; die Eesultate gelten also nur für 
Transversalschwingungen eines elastischen Mediums. Durch 
Transformation von S wird die Betrachtung auf folgendes ein- 
fachere Integral zurückgeführt: 

Q ^ rfrf\qV-y\qK)didUydXy 

u 
worin R = i ((^) + (^) + {^^ ) ist, q, U, V die oben de- 

finirten Grössen. Die Differentialgleichungen werden erftlllt, wenn 

8Q=0 

ist. Der Ausdruck für 8Q besteht aus drei Theilen, einem vier- 
fachen Integral und zwei dreifachen Integralen, deren eines über 
die Oberfläche des betrachteten Körpers und die Zeit, das andere 
ttber einen gewissen Hohlraum zu erstrecken ist. Das Ver- 
schwinden des vierfachen Integrals in 8Q formulirt die nothwen- 
digenund hinreichenden Bedingungen dafür, dass das auf Raum 
Und Zeit ausgedehnte Integral Q in ein anderes nnr durch den 
fiaum zu erstreckendes Integral übergeht. Das erste dreifache 
Integral in 8Q giebt die Grenzbedingungen, während das zweite 
dreifache Integral die Integralgleichungen des Problems liefert. — 
^ sind somit, ähnlich wie in der Hamilton'schen Methode in 
^er Mechanik, die Integralgleichungen der Vibrationstheorie der 
t'orm nach aufgestellt. ' Wn. 

Fortscbr. d. Math. I. 3. 25 
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Kirsch. Die Fundamentalgleichungen der Theorie der 
Elasticität fester Körper, hergeleitet aus der Betrach- 
tung eines Systems von Punkten, welche durch elas- 
tische Streben verbunden sind. z. dtsch. Ing. xil. 481 -48a 

553-570. 631-638. 

Der Verfasser beweist zunächst folgenden Satz: „Wenn ea 
System unendlich naher Punkte, welche nach drei zu einander 
normalen Richtungen äquidistant im Räume vertheilt sind, derarti; 
durch sieben gleichartige, elastische und prismatische Streben m 
bunden ist, dass drei Schaaren von Streben mit jenen Richtongtt 
zusammenfallen, während die andern vier die ersteren volUtän^ 
symmetrisch kreuzen, und sich die Querschnitte der diesen beides 
Gruppen angehörenden Streben wie 1 : (iV'S)' verhalten, daoi 
erhält man ein elastisches System, welches die Eigenschafien 
eines isotropen Mediums besitzt'^ Es wird dann die specifische 
Längenänderung bei gegebener Grösse und Richtung der wirken- 
den Kraft bestimmt. Daran schliessen sich Bemerkungen über 
den Vorgang im Innern eines Körpers, wenn äusserlich disconfr 
nuirliche Formveränderungen wahrgenommen werden, und der 
Beweis, dass das angenommene Molecülsystem nicht nur für eine 
einfache Kraft, sondern auch noch ffir ein beliebiges System m 
Gräften isotrop ist 0. 

E. Mathieu. Memoire sui* le mouvement vibratoire d'une 
membrane de forme jelliptique. Liouvilie J. (2). xiii. 137-208. 

C. R. LXVI. 530-532. Mondes (2). XVII. 129 u. 130. 

Die gegenwärtige Abhandlung erweitert die von Bourget 1868 
in Ann. de l'Ec. Norm. UI, p. 55 gegebene Berechnung der Yi* 
bration einer kreisförmig begrenzten, homogenen und gleichmiasi| 
gespannten Membran auf elliptische Begrenzung, knüpft an die* 
selbe an, und begnügt sich mehrentheils mit der Anwendbarfcdi| 
auf kleine Excentricitäten. In Betreff der Untersnohungsmethodi 
mögen einige Andeutungen genügen, da die Menge der versehit' 
denartigen Bestandtheile nicht gestattet, durch Zusammenfaaiiilt 
einen genügenden Einblick zu geben. 

Ein Funkt der Ebene der Membran wird als Durcbsduul 



1 
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' Sllipse und einer Hyperbel, beide confocal mit der Be- 
Bitxig, dargestellt durch die Substitution 

X = c — -^ — cos«, y = c 5 sma, , 

für die Amplitude ein Product einer Function P des hyper- 
ohen Parameters a und einer Function Q des elliptischen 
%efbhrt. Dann zerfällt die Differentialgleichung 

lle die Amplitude der einfach periodischen Transversalver- 
flbung 

«e? = «sin2Afw< 

it, in die zwei folgenden: 

-|^ + (iV-- 2Ä'cos2«)P = 0, 

Pdb Xc, und JV eine Constante ist. Die Functionen P, Q 
wieder zerlegt in P=Pj + Pj, Q = Q^-{-Q^ derart, dass 
« = 0, Ol bei /S=0 verschwindet, während gleichzeitig 
Maximum, Q^ ein Minimum wird, und jeder der Theile 
^otenzen von A' entwickelt, deren Coefficienten sich aus der 
intialgleichung leicht sucoessive bestimmen lassen. Gleich- 
bestimmt sich hierbei die Reihe, welche N darstellt, nach- 
leren Anfangsglied, das, dem Falle der Kreismembran ä = 
feehend, das Quadrat einer ganzen Zahl g^ sein muss, vor-, 
jkantit ist. Obwohl sich, nach Versuch in zweierlei Form, 
idependentes Resultat nicht ergiebt, so wird der Beweis ge- 
[!' daSs P für ebenso viele Werthe von a verschwindet, als 
fe = ist, dass also g hyperbolische Knotenlinien existiren. 
i^nzahl der elliptischen erhält man durch Auflösung der 
mng Qißi A) = nach X, wo ß=^B der elliptische Para- 
des festen Umfangs ist. Bezeichnet man die Wurzeln in 
fender Folge der Grösse durch Xj, X,, ..., so entsprechen 
Xi gehörigen Tonhöhe immer i— 1 elliptische Knotenlinien. 

ilieweis stützt sich auf die Voraussetzung -^ — 4ä < 0, deren 

2b* 
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Gegentheil nicht leicht vorkommen kann. Schliesslich wird dk 
anfängliche Zerlegung der Functionen dadurch gerechtfertigt, das 
durch ein System von Verschiebungen der angenommenen Fom 
jeder beliebig gegebene Anfangszustand hergestellt werden kann. 

Die akustischen Resultate, auf welche der Verfasser GewidK 
legt, sind in den G. E. zusammengestellt. Eine elliptischbegreuk 
Membran bildet bei einfacher Vibration ^in System von ellipti8ehe% 
ein anderes von hyperbolischen Knotenlinien, beide mit gemeo- 
samen Brennpunkten. Alle Vibrationen theilen sich in zwei Clasao, 
welche besondere Formeln erfordern. In der einen bleibt (bj 
grosse Axe fest, und zu beiden Seiten ist die Bewegung eoliffr] 
gengesetzt. In der andern bilden die Axenstticke zwischen Breno- 
punkt und Scheitel Bäuche, das Stück zwischen den Brennponktei 
Minima der Vibration, so dass die Amplitude eines Punktes auf 
letzterm Stück immer kleiner ist, als die eines benachbarten, 
normal daVon abliegenden Punktes. Zu beiden Seiten der Äx^ 
geschieht die Vibration symmetrisch und in gleichem Sinne. 

Die hyperbolischen Linien sind als die zwei Arme von ge- 
meinsamer Asymptote umfassend zu verstehen; die Axe ist ib 
eine einzige zu rechnen. Die Formeln hängen von zwei Conr 
stauten ab: die eine ist der Tonhöhe proportional, die aodere 
eine ganze Zahl g^ die Anzahl der hyperbolischen KnoteifiDien. 
Die Bewegungen gruppiren sich paarweise folgendermassen: ^ 
jeder Zahl f elliptischer, und jeder Zahl g hyperbolischer linicn 
gehören Vibrationszustände beider Art, die bei der Kreismembrui 
zu einem Tone verschmelzen, bei der elliptischen Membran von 
geringer Excentricität wenig von einander abweichen. 

Die genannten Resultate lassen sich auch auf eine riog- 
förmige Membran zwischen zwei confocalen Ellipsen anwenden 

DE Saint -Venant. Formales de l'^lasticit^ des corpJfJ 
amorphes que des compressions permanentes et in^ji 
gales ont rendus h^törotropes. Liouville J. (2). xm. 242-25i 

Die Grundformeln der Elasticität amorpher Körper, der Hb' 
tallC; Steine, Hölzer, hat de Saint -Venant in einer früheren Ü* 
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handlung, Liouville J. (2) VII, 257-430, aus der Hypothese der 
Wirkung zwischen den nächsten Molectilen als Function ihrer 
Entfernung abgeleitet. Da diese, von den Erfindern der Mechanik 
^ elastischer Körper angewandte Methode jetzt von mehreren Ge- 
lehrten, obwohl ohne Grund, verworfen wird, so findet er sich 
yeranlasst, in der gegenwärtigen Abhandlung die gleichen Ee- 
wiltate mit Umgehung der Molecularwirkung auf die durch die 
Stetigkeit bedingte Symmetrie der Contextur innerhalb unendlich 
kleiner Theile zu stützen. Auf gleicher Betrachtung beruht das 
bekannte Resultat, dass jede Deformation eines Eörperelements 
taf einfache Gompression oder Dehnung nach drei orthogonalen 
Hauptrichtungen reducirbar ist. Nimmt man diese zu Axen der 
^9 y» ^9 bezeichnet durch Sx, Sy, J^ die erlittenen Dehnungen 
dreier ursprünglich nach diesen Axen gerichteten Linien, durch 
§yz> 9zx9 Qxy dic gleichzeitigen Gleitungen oder die Cosinus der 
Winkel zwischen diesen Linien, so können in linearer Form die 6 
Componenten der Spannung nur folgendermassen ausgedrückt sein : 

(2.) I Pyy = r^x + bSy + d'd^ ; p^^ = Cfl'tx, 

( Pzz = c' 5 V + d'^Sy -{-cd;,; pxy = fgxy, 

weil bei HinzufUgung fernerer Glieder die Ausdrucksform nach 
Vertauschung zweier Axenarme sich ändern würde. 

Denkt man jetzt die 12 Goefficienten linear in den 3 nor- 
malen Pressungen i, «^ «" dargestellt, durch welche das ursprüng- 
lich isotrope Körperelement in das amorphe übergegangen ist, 
so müssen die Ausdrücke der Bedingung genügen, dass, so oft 
zwei derselben, etwa nach den y und ä, einander gleich werden, 
die Elastidtät symmetrisch um die dritte Axe vertheilt ist, und 
man findet: 

b = c; e = f; tf = f"; e" = /^'; d' = d"; b = 2d-{-d'. 

Dies giebt zunächst zwischen den Goefficienten der i, t', c'' eine 
Anzahl Gleichungen, und nach Einführung mit Anwendung der 
Analogie die folgenden Relationen: 

ib + c = 4d-\-d'+d", 
(7.) c + o = 4c+e'+e", 

(04- 6 = 4/'+ /■'+/■"• 
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Das gleiche Resultat lässt sich auch gewinnen , wenn 
nearen Beziehungen stattfinden, und statt dessen die Diffe» 
der €, t^y «'' klein genug sind, dass ihre Quadrate vemaddl 
werden können. 

Hierzu treten ferner die Gleichungen 

d' = d"; c' = c"; f = r 
als Bedingungen dafür, dass die auf Deformation verwandl 
beit beim Rückgange auf jedem Wege wiedergewonnen wi 

Endlich wird noch 

d=d'; 6 = 6*; f=r> 
sobald man annimmt, dass die Molecularanziehung Functi« 
Entfernung ist. 

Die Gleichungen (2.) werden jetzt nach Einführung da 
schiebungscomponenten u, v, to: 

nebst zwei analogen, und gehen für d = e = f in die beki 
Gleichungen flir Isotropie zu einem Coefficienten über. 

Der Verfasser verwirft die Gleichungen Green's zu 2 
ficienten als im Widerspruch mit dem Moleculargesetz, m 
gestellt, um die genaue Transversalität der Lichtschwingung« 
ins Innere der Erystalle mit der Theorie der Elasticität in Ein 
zu bringen und einige Versuche von Wertheim zu interp« 

Bei Anwendung auf den Lichtäther in durchsichtigen KJ 
sind noch Terme entsprechend der ursprünglichen Spannm 
der Deformation 

hinzuzufügen. 

Die Vertheilung der Elasticität um einen Punkt heran 
durch ein EUipsoid dargestellt, dessen Radiusveotor die ( 
Potenz der Elasticität ist. Im Fall a, b, c wenig versel 
sind, ist nahezu 

Nach Substitution in (7.) tritt an die Stelle der (— i)**" die ( 
Potenz, beides in Uebereinstimmung mit den auf anderem 
gewonnenen Resultaten in der citirten früheren Abhandlung. 
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J. Warren. Theorem with regard to the three axes 
of invariable direction in a strained elastic body. 

Quart. J. IX. 171 u. 172. 

Der Verfasser hat, wie er am Sehluss bemerkt, vor einigen 
Jahren im Quart. J. zuerst die Aufmerksamkeit auf die drei un- 
veränderten Richtungen gelenkt, welche sieh in jedem deformirten 
Körperelement finden , und beweist gegenwärtig in Betreff der- 
selben folgenden Satz: 

Die Halbirungslinien der Winkel zwischen den Axen dei* 
unveränderten Richtung halbiren auch die rechten Winkel zwischen 
den Hauptaxen der Spannungsellipßen, welche durch die Schnitte 
der Ebenen der unveränderten Richtung auf dem Spannungs- 
ellipsoid gebildet werden. H. 

DE Saint -Venant. Choc longitudinal ' de deux barres 
^lastiques, dont l'une est extremement courte ou ex- 
tremement roide par rapport ä Fautre. C. ß. LXVI. 650-653. 

DK Saint- Venant. Solution, en termes finis, du probl^me 
iä choc longitudinal de deux barres ^lastiques en forme 
de tronc de c6ne ou de pyramide. 0. R. LXVI. 877-881. 

Der Verfasser hatte in einer grossem Arbeit (Sur le choc 
longitudinal de deux barres älastiques de grosseurs et de maii^res 
semblables ou diff^rentes, et sur la proportioa de leur force vive 
qui est perdue pour la translation ult6rieure; . . . Liouville J. 
(2). XII. 247-377) alle Lösungen in geschlossenen Ausdrücken 
gegeben, ausgenommen die beiden obigen Fälle, die nur in Form 
trigonometrischer Reihen gelöst waren. In den beiden vorliegen- 
den Arbeiten bringt er nun auch noch diese Fälle in die Form 
geschlossner Ausdrucke. 0. 

Phillepps. Oalcul de Tinfluence de Tölasticit^ de Tanneau 
bim^tallique du balancier compensateur des chrono- 
m^tres, sur risochronisme , ind^pendamment des va- 
riations de tempörature. C. B. LXVI. 526. 
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Phillipps. Memoire sur le spiral r^glant des chn 
mötres et des montres. M6m. pr6s. de Paris. xvnL 12 

W. Walton. On the debility of large animals and ta 

Quart. J. IX. 179-184. 

Der Verfasser bemüht sich, nach einigen einleitenden 
merkangen über die verhältnissmässig geringe Kraft grosser T! 
im Vergleich mit der kleiner, dies auf mechanischem Wege zi 
klären. Von mathematischem Interesse sind die Resultate i 
Die Arbeit kann nur als Versuch betrachtet werden, die Metii 
der Mechanik auch auf organische Körper anzuwenden. 
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Optik. 

E. KoüTNY. Theorie der Beleuchtung krummer Fläi^ 
vom zweiten Grade bei parallelen Lichtstrahlen. ^ 

Verh. V. 

F. Matzek. Construction der Ourven bestimmter 
leuchtungsintensität an Rotationsflächen mit Benut2 
berührender Kugelflächen. Wien. Ber. LVin. 49-53. 

M. Hock. Determination de la vitesse avec laqi 
est entrain^e une onde lumineuse traversant un m 

en mouvement. Versl. en Mededeel. ^2). II. 189-194. 

W. Klinkerfües. Ueber Anwendung der Difi^ereu 
gleichung '^ = ^^"T^ auf Akustik und Optik bei 
riation der Grenzbedingungen. Gott. Nachr. I868. 469 

Der Verfasser weist auf den Fall hin, wo die Lichtq 
selbst Aenderungen ausgesetzt ist, und die obige Differei 
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gleichuBg daher bei ebenen Wellen nicht erfüllt ist. Als Beispiel 
behandelt er den Fall, wo die Lichtquelle einer Bewegung un- 
terliegt, indem er, von dem allgemeinen Integral obiger Gleichung 
aasgehend, den darin enthaltenen constanten Factor der Zeit als 
variabel betrachtet. Ni. 

J. Finger. Studien aus der Physik. Pr. B. Ellbogen. 

Als Fortsetzung der im Programm 1867 gegebenen elemen- 
taren Ableitungen giebt der Herr Verfasser hier eine elementare 
Ableitung der Formeln 

und c' = Ä 

P 

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler und trans- 
versaler Impulse längs einer gespannten Saite mittelst einfacher 
Grenzübergänge. 0. 



= /t 



BoüSSiNESQ. Memoire sur las ondes dans les milieux 

isotropes dÖform^S. Liouville J. (2). XIII. 209-241. 

Der Verfasser betrachtet einen anfänglich isotropen Körper, 
auf den in verschiedener Richtung ungleiche Zug- oder Druck- 
kräfte wirken; in Folge dieser Wirkung bleibt der betrachtete 
Körper homogen, aber nicht mehr isotrop. Unter der Annahme, 
dass die durch jene äussern Kräfte hervorgebrachten Verrtickun- 
gen nur sehr klein sind, werden die Ausdrtlcke für die elastischen 
Druckkräfte eines solchen Mediums abgeleitet, wobei die wei- 
tere Voraussetzung eintritt, dass jene elastischen Kräfte lineare 
Functionen der partiellen Ableitungen der Verrtickungen sind. 
Die Ausdrücke; die sich für die elastischen Druckkräfte ergeben, 
sind ganz ähnliche, wie die von Saint -Venant in seiner Abhand- 
lung : Memoire sur la distribution des älasticit^s autour de* chaque 
point d'un corps solide ou d'un milieu de contexture quelconque, 
particulißrement lorsqu'il est amorphe saus etre isotrope (Liouville 
J. (2). Vni. 1863) aufgestellten. Darauf geht der Verfasser zu 
den BewegungsgleichuDgen eines solchen Mediums, dessen neue 
Constitution permanent geworden, über und findet, dass zwei 
Arten von Schwingungen entstehen können, eine nahezu longi- 
tudinale, eine nahezu transversale. Damit die Schwingungen 
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genau longitudinal resp. transversal werden, müssen gewisse Be- 
dingungen erfüllt werden, die nur für isotrope Medien gelten. — 
Für die quasi-transversalen Wellen werden dann Gesetze abgeleitet, 
ähnlich den Fresnerschen Gesetzen der doppelten Strahlenbrechung, 
aber von allgemeinerer Form. In jeder Richtung können sich 
demnach zwei quasi-transversale Wellen mit ungleicher Geschwin- 
digkeit fortpflanzen, die Schwingungsrichtung beider ist senkrecht 
zu einander. Die Wellenfläche nimmt eine etwas andre Form 
an, als bei Fresnel. Man erhält die allgemeine Wellenfläehe 
aus der Fresnel'schen, indem man jeden Radius der letzteren am 
eine gewisse (von den Coordinaten abhängige) Grösse vermehrt. 
Die allgemeinere Wellenfläche enthält die FresneFsehe als spe- 
ciellen Fall in sich; für gewisse Annahmen über die ursprüngUeh 
auf das Medium ausgeübten Druckkräfte ist die Wellenfläehe 
genau die Fresnel'sche und die Schwingungen haben die von 
Fresnel angegebene Richtung, d. h. sie sind parallel der Pro- 
jection des Strahls auf die Tangentialebene. Dies ist auch der 
von Briot (essais sur la th^orie math6matique de la lumiöre) b^ 
handelte Fall. Für eine andere Annahme über die ursprüng- 
lichen Druckkräfte nimmt die Wellenfläche ebenfalls die Fresntf- 
sehe Form an, die Schwingungsrichtungen sind aber senkredit 
zur Projection des Strahls. Dies ergiebt die von Neumann mi 
Mac-CuUagh aufgestellten Gesetze der Doppelbrechung. 

Für die longitudinalen Wellen wird zum Schluss bewieaei, 
dass, wenn das Medium nur einem constanten äussern Drueke 
unterworfen ist und nur genau transversale und genau longita- 
dinale Schwingungen fortpflanzen kann, diese letzteren für aUe 
Richtungen eine constante Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitze 
müssen. Da diese Eigenschaft aber nur den physikalisch isotropen 
Medien* zukommen kann, so scheint es, dass nur in diesen die 
Schwingungen genau parallel oder senkrecht zu den Wellen sein 
können. Wn. 

BoüssiNESQ. Theorie nouvelle des ondes luinineuses. 

Liouville J. (2). XIII. 313-339. 

Die der Theorie zu Grunde liegenden Vorstellungen sind 
folgende: der freie Aether wird als ein isotropes Medium be- 
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trachtet, das transversale Wellen von äusserst kleiner Amplitude 
fortpflanzen kann, und dessen Atome in die Zwischenräume der 
ponderablen Körperatome eindringen. Während der Bewegung 
üben die beiden Arten von Atomen gegenseitig eine Einwirkung 
auf einander aus, aber nur auf sehr kleine Entfernungen. Diese 
Wirkungen, obwohl sehr gross gegenüber der Kleinheit der Be- 
wegungen beim Licht, können doch an sich nur einen äusserst 
kleinen Werth haben, da sonst endliche Bewegungen der pon- 
derablen Molecttle (z. B. beim Schall) einen merklichen Wider« 
stand durch den Aether erfahren müssten. Man muss daher 
annehmen, dass die Elasticität des Aethers eine ausserordentlich 
grosse ist ftlr Schwingungen mit sehr kleiner Amplitude (da die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit sehr gross ist), dass aber die elasti- 
schen Kräfte aufhören, den Ausschlägen proportional zu sein, 
sobald diese eine messbare Grösse annehmen. Ftlr den Aether 
innerhalb der ponderablen Körper wird die Annahme gemacht, 
dass sein Zustand identisch sei mit dem des freien Aethers, ähn- 
lich wie zwei Gase, die sich ohne chemische Wirkung mischen, 
dieselbe Elasticität und Dichtigkeit behalten, als wäre jedes Gas 
allein. Wäre im Ruhezustände eine Wirkung zwischen Aether 
und ponderablen Theilchen vorhanden, so mttsste sich diese Wir* 
kung im Innern der Körper aufheben, weil die Wirkung nach 
allen Sichtungen dieselbe ist. Nur an der Grenze könnte eine 
Aenderung im molecularen Zustande des Aethers stattfinden, wo- 
gegen aber die bei der Reflexiion und Brechung stattfindende 
Gontinuität der Schwingungen spricht; dies rechtfertigt die obige 
Annahme. 

Trifft nun eine Lichtwelle auf einen durchsichtigen Körper, 
so können zwei Fälle eintreten; entweder bleiben die ponderablen 
Molecttle unbeweglich, während die zwischen ihnen enthaltenen 
Aethertheilchen schwingen, und absorbiren keinen Theil der Be* 
wegung; oder die ponderable Materie vollführt Schwingungen, 
die mit den Aetherschwingungen übereinstimmen. Herr B. ent- 
scheidet sich für die letztere Annahme. Unvollkommen durch- 
sichtige Körper sind dann diejenigen, die nicht mit dem Aether 
übereinstimmend schwingen können. Trifft eine Lichtwelle auf 
einen solchen Körper, so fiindet eine Vertheilung derselben statt; 
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im Innern des Körpers entstehen Vibrationen von anderer Wellen- 
länge, deren Wirkung die Erwärmung des Körpers ist, die wir 
aber nicht mehr als Licht empfinden. 

Die Uebereinstimmung der Schwingungen des Aethers und 
der ponderablen Theilchen definirt Herr B. so, dass die Lage 
der ponderablen Molecüle in jedem Augenblick von der Lage der 
umgebenden Aethertheilchen, und nur von dieser allein abhängt 
Sind u, f), to die Verrückungen eines Aethertheilchens, dessen 
Coordinaten im Ruhestande x, y, as sind, so ist in einem kleinen 
Baume die Lage der Aethertheilchen bestimmt durch Uy v, to und 
die partiellen Differentialquotienten dieser Grössen nach x, y, i. 
Die Verrückungen w,, t?,, «?j der ponderablen Theilchen müssen da- 
her von denselben Grössen abhängen und sich, da u, t), to sehr 
klein sind, als lineare Functionen derselben entwickeln lassen. 
Bei dieser Entwickelung berücksichtigt Herr B. noch die ersten 
und zweiten Differentialquotienten der u, t>, to. Es lassen sich 
nun die elastischen Gleichungen für die Aetherbewegung auf die 
bekannte Art aufstellen (cf. Lama, legons sur Tölasticitä des corps 
solides), nur dass zu den Gleichungen für u, v, to noch ein Glied 
hinzukommt, das von u^,v^y to^ abhängt. Die Gleichungen nehmen 
dann folgende Form an 

wozu noch zwei ähnlich gebildete Gleichungen für e und u> kom- 
men. Hier bedeutet, wie bei Lama, J, das Symbol 

rf'ii d'tt d'ti 

die räumliche Dilatation 

^ du dv dto 

~' dx dy dz ^ 

X und fi sind constant. q ist die Dichtigkeit des Aethers, ^^ die 
der ponderablen Materie. 

Es handelt sich nun darum, für Wj, ©,, to^ die Werthe zu er- 
mitteln, welche in die obigen' Gleichungen einzusetzen sind. Hier- 
bei werden die verschiedenen Medien folgendermassen unterschie- 
den: Isotrop heisst ein Medium, dessen Bewegungsgleichungen 
sich nicht ändern, wenn man das orthogonale Coordinatensystem 



„,=.„+!,( *-^)+C^ + Z.<„. 
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mit einem beliebigen andern vertauscht. — Symmetrisch heisst 
jedes Medium, bei dem man die Bichtung einer beliebigen Axe 
in die entgegengesetzte umwandeln kann, jedes andere heisst 
unsymmetrisch. Die gewöhnlich isotrop genannten Medien sind 
nach dieser Bezeichnung isotrop-symmetrisch, die Flüssig- 
keiten, welche die Polarisationsebene drehen, isotrop-unsym- 
metrisch. Alle Erystalle gehören zu den fast isotropen und 
fast symmetrischen Medien. 

Für isotrope Medien werden nun aus der Betrachtung der 
Bedingungen der Isotropie die folgenden Ausdrücke für u^J t>j , 
tTj abgeleitet: 

dy dx y ds 

Soll das Medium gleichzeitig symmetrisch sein, so ist B = 0. 

Setzt man diese Ausdrücke in die obigen Gleichungen ein, 
80 ergeben sich für £^0 zwei transversale circularpolarisirte 
Wellensysteme; beide Systeme, in denen die Schwingungsrichtung 
eine entgegengesetzte ist, setzen sich an jeder Stelle zu einer 
linear polarisirten Schwingung zusammen, für welche als erste 
Annäherung das Biof sehe Drehungsgesetz gilt. 

Um die Dispersion abzuleiten, muss man in der Entwickelung 
von Uj, v^y tD^ auch die höheren Differentialquotienten betrachten. 
Durch EinAihrung der particulären Integrale, welche den Licht- 
schwingungen entsprechen, lassen sich die höheren Differential- 
quotienten durch die vorher betrachteten ausdrücken, und man 
erhält dann für u^y v^J tOj Ausdrücke von derselben Form wie 
vorher, nur dass die Coeffidenten B, C, D nicht constant sind, 
sondern sehr schnell convergirende Reihen bilden, die nach ne- 
gativen Potenzen der Wellenlänge fortschreiten. Es ergiebt sich 
daraus das Gauchy'sche Dispersionsgesetz (das jetzt aber nur für 
den Aether innerhalb der Körper gilt), und ein allgemeineres Ge- 
setz über die Drehung der Polarisationsebene. 

Für krystallinische Medien gelten die obigen Werthe für ti|, f^, 
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io^ Hiebt mehr; solche Medien betrachtet Herr B. als fast isotn| 
und fast symmetrisch, da sich die BewegungBgleiehnngen bd'j 
Yertanschung eines rechtwinkligen Goordinatensystems mit 
andern nur wenig ändern. Als erste Annäherung ergeben 
fQr solche Medien die folgenden Ausdrücke von u^ f)^ w^: 



.,=^(.+.).+b(^-^)+c 



dz 
dw 
dx 



dx 
dd 



+ DJ^u, 



, = ,(,+fl.+B(^_^)+C^+„^.„, 



fr. 



dy 
dd 



dz 



+ DJ^U), 



wo er, /?, y, J5 sehr kleine Grössen sind. Daraus ergiebt acl^ 
wenn man J5 = setzt, die Fresnersche Theorie der doppeta 
Strahlenbrechung, nur dass die Schwingungen nicht genau, som 
nur nahezu transversal sind. Bei weiterer Annäherung 
man auch für solche Medien das Dispersionsgesetz, sowie 
Dispersion der optischen Axen finden. Nimmt man aber B m 
= 0, sondern nur sehr klein an, so ergiebt sich, dass eil 
symmetrischer Ery stall in jeder Richtung 1) eine nahezu k^ 
tudinale Welle fortpflanzen kann, deren Geschwindigkeit dieidt 
ist, als wäre das Medium symmetrisch, 2) zwei nahezu tn# 
versale (quasi -transversale) Wellen mit verschiedener Fortpl» 
Zungsgeschwindigkeit. Die Schwingungen in diesen beiden WeU 
sind elliptisch; beide Ellipsen haben dasselbe Axenverhältniss^M 
grossen Axen stehen aufeinander senkrecht, und die Schwinganj 
beider sind entgegengesetzt gerichtet. Die grossen Axen bei 
Ellipsen haben dieselbe Richtung wie die geradlinigen Bo]vS 
gungen in dem correspondirenden symmetrischen Medium. H 
Axenverhältniss variirt mit der Farbe und den Winkeln, weldi 
die Wellennormale mit den optischen Axen bildet — Eine Ye^ 
gleichung der aus des Verfassers Formeln folgenden Werthe der 
Verzögerung des ordentlichen und ausserordentlichen Strahlea i> 
Quarz zeigt eine gute Uebereinstimmung mit den BeobacbtoBga 
von Jamin. 

Zum Schluss rechtfertigt Herr B. seine Annahme, dass die 
Elasticität des Aethers innerhalb und ausserhalb der ponderaUei 
Körper dieselbe ist. Cauchy hat gezeigt, dass man bei derBe- 
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flexion und Brechung nur dann den Erscheinungen entsprechende 
Gesetze erhält^ wenn man die Gontinuitätsbedingungen annimmt, 
d. h., wenn man annimmt, dass die Verrttckungen u, e, w und 
ihre ersten Differentialquotienten in jedem Punkte zu beiden Seiten 
der Trennungsfläche denselben Werth haben ; dies kann aber nur 
stattfinden, wenn die Elastidtätsconstanten X, fi i^ beide Medien 
dieselben sind. Wn. 



BoüSSiNESQ. Etüde sur les vibrations rectilignes et sur 
la diffraction, dans les milieux isotropes et dans Föther 

des Cristaux. Liouville J. (2). XIII. 340-371. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die Gesetze zu er- 
mitteln, nach denen sich die Amplituden linearer Lichtschwinguui- 
gen bei ihrer Verbreitung ändern. 

Für isotrope Medien betrachtet Herr B. , ausgehend von den 
bekannten Elasticitätsgleichungen isotroper Medien, die geradlini- 
gen Schwingungen derselben, die entweder longitudinal oder trans- 
versal sind, d. h. entweder senkrecht oder parallel zur Wellen- 
fläche. Die auf einander folgenden Wellen haben in beiden 
Fällen gemeinsame Normalen; für alle Molecüle, die auf einer 
dieser Normalen liegen, ist die Schwingungsrichtung dieselbe, 
und die lebendige Kraft geht von einem dieser Molecttle zu dem 
benachbarten mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen 
über. Fttr longitudinale Schwingungen ist femer die Amplitude in 
allen Funkten derselben Welle constant; fUr transversale Wellen 
variirt die Amplitude in den verschiedenen Punkten einer ßchwin- 
gungslinie im umgekehrten Verhältniss des Abstauds dieser Linie 
von der benachbarten Schwingungslinie. Schwingungslinie heisst 
dabei jede Linie, deren Tangente die Schwingungsrichtung eines 
auf der Linie gelegenen MoIecUls ist. Die Amplituden sind da- 
nach constant, wenn die Schwingungslinien parallel sind. Diese 
Gesetze sind nur mit einigen ganz bestimmten Formen der Wellen- 
fläche vereinbar, mit parallelen Ebenen, concentrischen Kreis- 
cylindem und concentrischen Kugeln. Diese drei Flächen sind 
also in isotropen Medien die einzig möglichen Formen der Wellen- 
fläche. 
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Für doppelbrechende Medien legt Herr B. die Gleichungeii 
zu Grunde, die er in der vorhergehenden Abhandlung (cf. p. 362) 
abgeleitet hat. £r betrachtet hier vorzugsweise die nahezu trans- 
versalen Wellen, die sich vom Anfangspunkte aus fortpflanzen. 
Diese Wellen befolgen das FresneFsche Gesetz, die Schvringungen 
sind parallel der Frojection des Strahls auf die Tangentialebene 
der Welle in dem betreffenden Punkte. Die Schwingungslinien 
sind hier nahezu sphärische Ellipsen, deren Brennpunkte auf den 
optischen Axen liegen; ihre orthogonalen Trajectorien sind sphäri- 
sche Curven derselben Art. Die Amplitude variirt 1) auf dem- 
selben Strahle im umgekehrten Yerhältniss des Abstands vom 
Anfangspunkte, ferner auf derselben Welle, 2) längs derselben 
Schwingungslinie im umgekehrten Yerhältniss des Abstands dieser 
Linie von der benachbarten, 3) längs einer orthogonalen Tra- 
jectorie im umgekehrten Yerhältniss des Abstands dieser Trajec- 
torie von der nächsten. Ist r die Länge des Strahls, vom An- 
fangspunkte aus gerechnet, sind ü und U' die Winkel, die der- 
selbe mit den optischen Axen bildet, so ist nach dem Obigen 
das Quadrat der Amplitude eine Gonstante, dividirt durch 
r'sinl/sinl/^ eine Formel, die schon von Lamö auf anderem Wege 
und aus anderen Grundgleichungen abgeleitet ist (le^ons sur 1'^ 
lasticitö § 126). 

Herr B. wendet seine ßesultate dann auf die Theorie der 
Diffraction an und zeigt, dass die von Fresnel aufgestellte In- 
tensitätsformel für transversale Schwingungen genau ist, während 
sie für longitudinale Wellen nicht mehr gilt. Der Ausdruck filr 

die Phase muss jedoch um — vermindert werden. Wn. 

R. Radau. Ueber das Minimum der prismatischen Ab- 
lenkung. Carl Repert. IV. 184-187. 

Ist i der Incidenz-, e der Emergenzwinkel, a der brechende 
Winkel des Prismas, d die Ablenkung, so ist für i = e^ d ein 

Minimum; es muss aber nsin— < 1, d. h. a kleiner sein als der 

doppelte Winkel der totalen Keflexion. Wenn sin (i — e) von 
an wächst, so ist d Anfangs reell und positiv, wird aber ima* 
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g;iiiär, so lange n sin — > cos — ^ und sin — ^r— < n cos -0- • Für 

» sin — = cos —5— wird a -f- d = 180®, für sin — ^r— = »cos-5- 

wird a+rf = 0. 

Ferner giebt der Verfasser drei einfache geometrische Con- 
ätructionen für das Minimum, von denen wir folgende hier an- 
führen : 

Man beschreibe zwei concentrische Kreise mit den Radien 
1 und fiy construire in einem Punkte des äusseren Kreises einen 
Peripherie Winkel = a^ dann schneiden die Schenkel desselben 
aus dem Innern Kreise einen Bogen = d; der zugehörige Centri- 
wiukel ist also die Ablenkung. Die Winkel zwischen den Schen- 
keln von a und d sind t und e. Dreht man den Winkel a um 
seinen Scheitel, bis er zum Mittelpunkt symmetrisch liegt, so ist 
d das Minimum. Wn. 

P. M. Clark. Refraction through a prism. Messenger IV» 

167. 
Elementare Ableitung der bekannten Formel für das Minimum 
der Ablenkung. O. 

KüLP. Zur Theorie der nicht interferirenden polarisirten 

Lichtstrahlen. Grunert Arch. XLVIII. 78-80. 

Der Verfasser leitet aus den allgemeinsten Ausdrücken fllr 
die Vibrationen zweier Strahlen die Gesetze der Schwingungen 
eines polarisirten Lichtstrahls auf etwas ausführlichere Weise ab, 
als Fresnel. Wn. 

C. NiVEN. On rotatory polarisation in isotropic media. 

Quart. J. IX. 235-241. 

Der Verfasser untersucht, was für Glieder man zu den allge* 
meinen Elasticitätsgleichungen isotroper Medien hinzufügen müsse, 
um die Drehung der Polarisationsebene, die beim Durchgang des 
Lichtes durch gewisse Medien stattfindet, zu erklären. Er findet 
dieselben Glieder, die schon Mac Gullagh angegeben hat. Währ 
rend aber Mac GuUagh's Verfahren mehr den Charakter einer 
Interpolation hat, sucht der Verfasser die neu hinzukommenden 

ForUchr. d. Math. I. 3. 26 
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Glieder folgendermassen physikalisch zu erklären. Er betrachtet 
das isotrope Medium als bestehend aus kleinen Würfeln, die 
ausser den Bewegungen der Schwerpunkte noch eine Botation 
besitzen. Die ßotationsgeschwindigkeiten um die drei rechtwink- 
ligen Axen sind dabei, wenn -^> -jt-? -jt- die Geschwindigkei- 
ten des Schwerpunktes sind , ^ -p 1 ^j -^ \ c^c. Diese An- 
nahme über die Rotationsgeschwindigkeit stützt sich auf einen 
Satz von Stokes, welcher bewiesen hat, dass, wenn ein bewegte« 
Medium in einem Augenblick die Geschwindigkeiten tT, V, Yl 
besitzt, und darin plötzlich eine kleine Masse von Würfelform fest 
wird, dieser Würfel sich so bewegt, dass sein Schwerpunkt die 
Geschwindigkeiten U, V, W behält, während gleichzeitig eine 
Botation um die Würfelaxen stattfindet mit den Botationsgeschwin- 

digkeiten \{-^ -r--) etc. Die ganze Betrachtung des Ver- 
fassers bezieht sich nur auf isotrope Medien. 

Beferent kann bei dieser Gelegenheit nicht unerwähnt lassen, 
dass die Drehung der Polarisationsebene von Herrn C. NeumaM 
(Ueber die magnetische Drehung der Polarisationsebene, Halle 
1863) durch die Annahme erklärt wird, dass zwischen den Mole- 
cülen Kräfte von der Art wirksam sind, wie sie ein Element eines 

elektrischen Stromes auf einen Magnetpol ausübt. 

Wn. 

J. Scott. On the burning mirrors of Archimedes, with 
some propositions relating to the concentration of 
light produced by reflectors of different forms. Trans. 

of Edinb. XXV. 123-149. 

Der Zweck der Arbeit ist, mathematisch die Möglichkeit der 
vielfach bezweifelten Berichte nachzuweisen, nach denen Archi- 
medes durch Beflexion des Sonnenlichtes an Hohlspiegeln römiscbe 
Schiffe in Brand gesteckt habe. 

Der Verfasser berechnet dazu die Intensität des von ebenen, 
elliptischen und parabolischen Spiegeln reflectirten Lichtes und 
zeigt, dass man stets zwei Spiegel, von denen der eine convex, 
der andere concav ist, so combiniren kanU; dass ein auffallendes 
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iündel paralleler Strahlen nach der Reflexion all beideii Spiegeln 
deder aus parallelen Strahlen besteht, die eine gegebene Rich- 
mg haben. 

Durch eine grössere Anzahl solcher Systeme kann man in 
en reflectirten Strahlen einen beliebig hohen Wärmegrad er- 
äugen. Wn. 
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Elektricität. 

). Neümann. Die Principien der Elektrodynamik. Eine 
mathematische Untersuchung. Tübingen. 

Gratalationsschrift zur fünfzigjährigen Jubelfeier der Bonner Universität.) 

Z5. Neumann. Resultate einer Untersuchung über die 
Principien der Elektrodynamik. Gott. Nachr. 1868. 223-235. 

D. Neumann. Theoria nova phaenomenis electricis appli- 

Canda. Brioschi Ann. (2). IL 120-129. 

W. Scheibner. Ueber Neumann's Principien der Elek- 
trodynamik. Schlömilch Z. XIII. 37-47. 

ÜLAUSiüS. Ueber die von Gauss angeregte neue Auf- 
fassung der elektrodynamischen Erscheinungen. Pogg. 

Ann. OXXXV. 606-621. 

D. Neumann. Notizen zu einer kürzlich erschienenen 
Schrift über die Principien der Elektrodynamik, ciebsch 

Ann. L 317-324. 1869. 

Die zweite und dritte der angefahrten Abhandlungen sind 
aur Auszüge aus der ausflihrlicheren zuerst angeführten, die aber 
nidbit im Buchhandel erschienen ist. Die letzte Arbeit giebt zu 
der ersten einige nähere Erläuterungen; wiewohl . dieselbe erst 

26* 
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1869 erschienen ist, glaubt Referent sie doch an dieser Stelle 
berücksichtigen zu müssen. 

Herr Neumann geht von dem Hamilton'schen Princip aus: 

a^T- U)dt = 0, 

wo T die lebendige Kraft, U das Potential bedeutet; letzteres so 
definirt, dass seine negativen Differentialquotienten die Gompo- 
nenten der wirkenden Kräfte sind. 3 bezeichnet eine Variation, 
die nur das Innere des Zeitraums betrifft, an den Grenzen aber 
verschwindet. Herr Neumann stellt sich die Frage : welche Fora 
muss man der Function U geben, damit aus dem Hamilton'sehen 
Princip das Weber'sche Grundgesetz der Elektrodynamik folgt, 
und welche Form nimmt in diesem Falle der Satz von der Er- 
haltung der lebendigen Kraft an? 

^- ^=f^[.+^(*)-]=„„,[i.+|(i^)-], 

wo m und m^ die Massen zweier sich anziehenden Punkte be- 
deuten, r ihre gegenseitige Entfernung zur Zeit «, c die imle- 
herrschen Gesetze enthaltene Constante; dann ist das Potwjfial 
für die Wirkung der beiden Punkte aufeinander 

Da die Variationen an den Grenzen verschwinden, so kommt 
W^ bei dem Hamilton'sehen Princip nicht in Betracht; dieser 
Theil von ü^heisst das ineffective Potential, während >f den 
Namen effectives Potential führt. Substituirt man denWerth 
von W in die Hamilton'sche Gleichung und führt die Variationen 
wirklich aus, so ergeben sich die zur Bestimmung der Bewegung 
nothwendigen sechs Differentialgleichungen. Aus diesen Diffe- 
rentialgleichungen folgt 

1) zwischen den beiden Punkten ist während ihrer Bewegung 
eine Kraft K thätig, die stets mit der Verbindungslinie r 
zusammenfällt. 

2) Diese Kraft R ist gleich dem negativen Variationseoef" 
ficienten von W nach r. Die sich so ergebende Kraft ' 
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ist identisch mit dem Weber'schen Gesetz; es ist also 

3) Ist P die Componente jener Kraft nach einer beliebigen 
Richtung p, so ist P gleich dem negativen Variationscoef- 
ficienten von W nach p. 
^ür den Fall zweier Stromelemente ds, da, welche die folgenden 
Quantitäten elektrischer Fluida enthalten, das erstere -^-eds und 
-eds, das zweite -^-tida^nd —fjda, lässt sich W noch auf 
3lgende andere Form transformiren : 

W—f ^^ V ^^'^^^^^V^^ dr dr 

rorin ^' = "^7 ^'~'^' n = l oder = 2 ist. 

Der negative Variationscoefficient dieses Ausdrucks W nach 

ist die zwischen beiden Elementen wirksame repulsive Kraft, und 

war ergiebt sich für dieselbe genau der Ampöre'sche Ausdruck. 

Der negative Variationscoefficient von W nach s ist die von 
\a auf ds in der Richtung s ausgeübte elektromotorische Krafk, 
alls da und ds geschlossenen Strömen angehören ; der Ausdruck 
lieser Kraft ist genau der von F. Neumann für die Inductions- 
drkung gefundene. 

Die Gleichung von der Erhaltung der lebendigen Kraft nimmt 
ür die Bewegung zweier Punkte folgende Form an: 

''tir die Bewegung eines beliebigen Punktsystems' sei das effec- 
ive Potential fT = fT^ + ^s 7 ^^ ^t ^^^ von c unabhängigen, 
f^3 die übrigen Glieder enthält; dann ist die Gleichung der leben- 
[igen Kraft die folgende: 

T_|- w^-W^=z Const. 

Die für die Stromelemente aufgestellten Sätze werden ohne 
Jeweis mitgetheilt, die übrigen entwickelt. Wir bemerken noch, 
[ass in der Entwickelung neben der oben für W aufgestellten 
i'ormel noch eine andre allgemeinere in Betracht gezogen wird, 

lie man erhält, wenn man statt — die beliebige Function q>{r) 
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setst. Dann ist 



»'="-.[»«-f=^(^)i; 



auch fbr diesen allgemeineren Ausdruck gelten die sämmäic 
angefahrten Sätze. — 

Die Arbeit von Scheibner giebt eine ausführliche Darstel 
des einfachsten von Neumann behandelten Falles, der Bew( 
zweier materieller Punkte. 

Ausser den bisher besprochenen Resultaten, die Herr K( 
selbst als den wichtigsten Theil seiner Arbeit bezeichnet, 
derselbe noch, in Verfolgung einer zuerst von Gauss gei 
kurzen Bemerkung, den zweiten Theil des Ausdrucks von If, 
von c abhängig ist, daraus herzuleiten, dass die Wirkung 
Massentheilchen auf einander nicht als augenblickliche, soi 
als eine sich in der Zeit fortpflanzende betrachtet wird, 
dankengang ist dabei folgender: Das Potential, welches deri 



m^ zur Zeit t aussendet, ist 



tnm. 



Dies Potential (das emii 



genannt) bedarf einiger Zeit, um bis zum Punkte m zu g( 
Das zur Zeit t in m ankommende Potential (das recepÜTe] 
schon zur Zeit t — Jt von m^ ausgesandt ; bezeichnet daher rH 
die Entfernung der Theilchen zur Zeit t — Jt, so ist das 
Potential 

Entwickelt man r — Jr in eine nach Jt fortschreitende 

setzt ferner Jt=^ — , was gestattet ist, da die Fortpflanzi 

c 

schwindigkeit c eine sehr grosse ist, entwickelt dann V in 

Seihe und vernachlässigt die Glieder, welche eine höhere Fe 

als c' im Nenner haben, so ergiebt sich 



U=z W+ 



dt 



wo W und W^ die oben angegebene Bedeutung haben, 
diese Ableitung erhebt Herr Glausius den Einwand, dass, 
sich die Wirkung in der Weise bekannter Wellenbewi 
fortpflanzen soll, man als Nenner des Bruches weder den 
stand der Theilchen zur Zeit ^^ noch den zur Zeit I— ^< anw( 
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darf, sondern den Abstand in Rechnung bringen muss zwischen 
3er Stelle, wo sich iw, zur Zeit t — Jt, und der Stelle, wo sich m 
lUT Zeit t befindet. In diesem Falle fällt aber in dem Ausdruck 

--T-J enthält, fort, so dass also das 

Weber'sche Grundgesetz nicht aus der Annahme abzuleiten ist, 
lass die Wirkung zweier Theilchen auf einander zur Fortpflanzung 
lurch den Raum Zeit gebrauche. 

Herr Neumann macht dagegen geltend, dass er die Fort- 
pflanzung des Potentials durchaus nicht als eine der Fortpflanzung 
les Lichtes analoge betrachte. Das von einem anziehenden 
K^örper emittirte Potential sei abhängig von der Lage des ange- 
bogenen Körpers und durchlaufe seinen Weg ohne Abänderung 
»eines ursprünglichen Werthes. Die mit c bezeichnete Geschwin- 
ligkeit beziehe sich also auf eine relative Bewegung. — Damit 
^Ut allerdings die Analogie mit der Fortpflanzung des Lichts fort; 
*8 ist aber, wie Herr Neumann selbst bemerkt, nur eine fremd- 
artige Formel durch eine nicht minder fremdartige Vorstellung 
ersetzt. 

Herr Clausius bespricht in seiner Abhandlung noch zwei 
andere Arbeiten, die ebenfalls den Zweck haben, das in dem 
Weber'schen Gesetze zu dem Newton'schen Gesetze hinzugefügte 
(rlied aus der Zeit zu erklären, die die Anziehung zu ihrer Fort- 
pflanzung gebrauche; die eine von diesen Arbeiten ist von Rie- 
tnann (Pogg. Ann. CXXXV, p. 237), die andere von Betti (Nuovo 
Dimento XXVH). An der Arbeit Rie^ann's hält Herr Cl. die 
krt, wie die Integrationen vertauscht werden, fftr unrichtig, wäh- 
lend Betti bei einer Entwickelung Glieder vernachlässigt, die in 
iem Endresultat einen merklichen Werth haben. 

Wn. 

J. LoscHMiDT. Ableitung des Potentials bewegter elek- 
trischer Massen aus dem Potential für den Ruhezustand. 

Wien. Ber. LVUI. 7-14. Inst. 1. sect. XXXVI. 375. 

Der Verfasser versucht, das Glied, um welches sich die an- 
stehende Kraft zweier elektrischer Massen im Ruhezustand und in 
ler Bewegung unterscheidet, durch folgende Hypothese abzuleiten: 
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^Ein elektrisches Theilchen sendet fortwährend nach allen 
Sichtungen periodische Impulse aus, welche sich mit constanter 
Geschwindigkeit im ßaume fortpflanzen. Treffen dieselben bei 
ihrer Verbreitung auf ein anderes elektrisches Theilchen, so be- 
wirken sie eine Anziehung oder Abstossung zwischen beiden 
elektrischen Theilchen im Sinne des CouloraVschen Gesetzes. 
Die Intensität der Spannung aber, mit welcher das erstere Theil- 
chen auf das letztere wirkt, hängt nicht nur von der Stärke 
der einzelnen Impulse, sondern auch von der Anzahl derselben, 
die während der Zeiteinheit bei letzterem ankommen, ab, und 
zwar derart, dass sie dieser Anzahl proportional sind." Sind also 
die beiden elektrischen Theilchen in Bewegung, so ist die Anzahl 
der Impulse eine andere, als im Ruhezustände. — Unter der 
weiteren Annahme nun, dass die Geschwindigkeiten, womit sich, 
die elektrischen Massen im Strome bewegen, immer sehr klein 
bleiben gegen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Spannung, ergiebt sich aus der obigen Hypothese folgender Po- 
tentialausdruck flir die Wirkung zweier Stroraelemente 

„ Aeue^v! dsds* dr dr 

aV ds ds' ' 

WO u und u* die Geschwindigkeiten der elektrischen Massen, « 
die constante Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die der Verfasser 
gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes angiebt. — 
Aus dieser Formel wird dann die bewegende Kraft abgeleitet, 
die zwischen zwei geschlossenen Strömen thätig ist; dieselbe ist 
gleich dem negativen Differentialquotienten des Potentials beider 
Ströme nach r. Der Ausdruck dieser Kraft ist identisch mit dem 
Ampfire'schen. Wn. 



E. Weyr. üeber magnetische Fernwirkung elektrischer 
Ströme und Stromringe. Schlömiich z. xiii. 413-440. 

Aus dem Biot-Savart sehen Gesetz leitet der Verfasser zu- 
nächst die bekannten Ausdrücke für die Wirkuiigscomponenten 
eines geschlossenen Stromes auf ein Magnettheilchen ab und 
wendet die so erhaltenen Ausdrücke dann auf die Bestimmiin; 
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der Wirkung eines Elementarstromes an. Die Definition des letz- 
teren wird dahin erweitert, dass er nicht eben zu sein braucht, 
sondern eine geschlossene Linie von verschwindender Länge auf 
irgend einer Fläche bildet. Die Componenten der Wirkung eines 
solchen Elementarstroms auf ein Magnettheilchen sind die par- 
tiellen Diflferentialquotienten folgender Function 

wo R die Entfernung des Theilchens von einem Punkte des 
Stromes ist, t das Loth von dem Theilchen auf die Tangential- 
ebene der Fläche in demselben Punkte des Stromes, f die Pro- 
jection der Stromfläche auf die xy-Ehene. Mit Hülfe des obigen 
Ausdrucks lässt sich dann leicht der Satz von der Aequivalenz 
der Wirkung eines Magnettheilchens und eines Elementarstromes 
zeigen. — Die Resultate lassen sich dann in bekannter Weise auf 
einen endlichen Strom S übertragen, indem man durch S eine Fläche 
legt, deren einzige Begrenzung S bildet, und diese Fläche in un- 
endlich kleine Flächenelemente zerlegt, deren jedes von einem mit 
S gleich gerichteten und gleich intensiven Strome umflossen wird. 
Die Gesammtwirkung dieser Elementarströme ist dann identisch 
mit jener des Stromes S, also nur abhängig von der Begrenzung, 
nicht von der Form der Fläche. Das Potential des Stromes S 
ergiebt sich dann als der Flächeninhalt der Centralprojection 
der Fläche S auf eine mit dem Badius 1 um das Magnettheilchen 
beschriebene Kugel. Mit Hülfe dieses Satzes bestimmt der Ver- 
fasser das Potential eines Stromes, dessen Leitlinie irgend ein 
Kegelschnitt in seiner ganzen Ausdehnung ist, und stellt den Aus- 
druck desselben einmal durch vollständige elliptische Integrale, 
sodann durch eine Entwickelung nach Kugelfunctionen dar. — 
Für einen ebenen Strom S werden femer folgende Sätze be- 
wiesen: Betrachtet man die Stromcurve jS>^ die innerhalb der xy- 
Ebene liegt, als die Basis eines zur is-Axe parallelen Cylinders, 
so ändert sich der Werth des Potentials, wenn man von einem 
Funkte ausserhalb des Cylinders zu einem im Innern gelegenen 
Punkte übergeht, um — 2^. Beim Durchgang durch die Strom- 
ebene innerhalb des Stromes ändert sich der Potentialwerth um 
4^> ausserhalb des Stromes gar nicht. — Daran schUesst der 
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Verfasser eine Bestimmung der Werthe, denen sich das FotesU 
und die Gomponenten des Stromes für sehr grosse Entfemmipj 
des Magnettheilchens nähern. — 

Zum Schluss bestimmt der Verfasser aus den vorher 
denen Ausdrücken das Potential und die Gomponenten eines el 
Ringstroms, d. h. einer von zwei concentrischen Kreisen begrei 
Fläche, die so als geschlossener Stromleiter auftritt, dass die eifrj 
zelnen Strömungscurven und die Grenzcurven concentrische Krei«| 
sind. Wn. 



Th. Kötteritzsch. Die mathematische Bestimmung 
Vertheilung der Elektricität auf Conductoren im Alt 
gemeinen und speciell auf gev^isse Systeme von 
ductoren, die von Rotationsflächen mit gemeinsclut^ 
lieber Rotationsaxe begrenzt sind. Schlomilch z. XIII. )2l#; 

Das Problem, die Vertheilung einer gegebenen ElektiiÄ 
menge auf der Oberfläche eines gegebenen Systems von Coodi^ 
toren zu bestimmen, lässt sich bekanntlich zurückführen avffli 
anderes, die gegebene Elektricitätsmenge im Innern der Ooni» 
toren so zu vertheilen, dass jene Flächen Niveauflächen werf* 
Diese Aufgabe ist jedoch unbestimmt, und sie wird daher Üb 
präcisirt: Wie sind elektrische Massen auf der Axe von Coalt 
toren, die von Rotationsflächen mit gemeinsamer Axe umscUofli 
sind und einander nicht einschliessen, anzuordnen, wenn di 
zur Ermittelung der elektfischen Dichtigkeit auf den Gonducb^ 
benutzt werden sollen? — Unter der Annahme, dass sidil* 
Gesetz der Dichtigkeit der elektrischen Vertheilung auf der 1* 
in eine Fourier'sche Reihe entwickeln lasse, wird der Außdni 
des Gesammtpotentials durch Anwendung gewisser 11ieoi# 
über bestimmte Integrale in eine zur Berechnung geeignete Dojf^ 
summe transformirt. Die Coefficienten der Fourier'schen B0^ 
sowie die Länge der Axenstttcke, auf denen die Massen n t^ 
theilen sind, bestimmen sich aus den beiden Bedingangen, 1)^ 
das Potential auf einer Conductorfläche constant ist, 2) dass A 
innerhalb eines Conductors zu vertheilende Elektriditätsmengc l** 
geben ist. Bei der Bestimmung jener Goefificienteii kmant ^ 



\\ 
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gewisse Function in Betracht, von der nur die allgemeinen Eigen- 
schaften angegeben werden. In der Bestimmung dieser Function, 
lie einer besonderen Arbeit vorbehalten wird, liegt die Haupt- 
;chwierigkeit des Problems, Wn. 



Capitel 4. 

Wärme. 

J. C. Maxwell. On the Dynamical Theory of Gases. 

Phil. Mag. (4). XXXV. 129-146. 185-217. 

E. Betti. Sopra la determinazione delle temperature 
variabili di un cylindro. Ann. d. ün. Tose. (2). X. 145-158. 

E. Betti. Sopra la determinazione delle temperature 
variabili di una lasträ terminata. Brioschi Ann. (2). L 373-380. 

Christoffel. Sul problema delle temperature stazionarie 
e la rappresentazione di una data superficie. Brioschi 

Ann. (2). L 89-104. 

Feosch. Ueber den Temperaturzustand eines von zwei 
nicht concentrischen Kugelflächen eingeschlossenen 

Körpers. Schlömilch Z. Xin. 497-514. 

Das vorstehende Problem ist bereits von Herrn C. Neumann 
nit Htüfe von dipolaren Coordinaten gelöst. (C. Neumann : All- 
gemeine Lösung des Problems über den stationären Temperatur- 
Kustand eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nicht 
soncentrischen Kugelflächen begrenzt wird. Halle 1862). Herr 
Presch giebt eine andere Lösung. Man kann immer zwei Punkte 
ü und p^ so construiren, dass sie in Bezug auf jede der begren- 
zenden Kugelflächen einander als Pole entsprechen ; beide liegen 
sitets ausserhalb des von den Kugeln begrenzten Körpers, mögen 
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die Kugeln einander einsehliessen^ oder mag eine ausserhalb der 
andern liegen. Construirt man nun um einen dieser Punkte p 
mit dem Radius pp^ eine Kugelfläche und construirt in Bezog 
auf diese letztere die Spiegelbilder der beiden gegebenen Kugeln, 
so sind diese Spiegelbilder wieder Kugeln, und zwar concentrische. 
Unter dem Spiegelbild eines Punktes o in Bezug auf die Kugel 
um p ist dabei derjenige Punkt tc verstanden, der auf dem Badias 
po liegt, und dessen Entfernung von p durch die Gleichung be- 
stimmt ist 

po.pw = pPt . 
Durch diese (von Thomson herrührende) Methode ist der zu ' 
untersuchende Körper transformirt in einen andern, von zwei con- 
centrischen Kugelflächen begrenzten. Für einen solchen Körper 
lässt sich nun leicht die Green'sche Function aus den bekannten 
Bedingungen bestimmen mittelst einer Entwickelung nach Kugel- 
functionen, und daraus kann man weiter das Potential des Körpers 
so bestimmen, dass es in jedem Punkte der Grenzflächen einen ge- 
gebenen Werth annimmt. Der Verfasser zeigt femer, dass bei der 
oben angegebenen Transformation des von excentrischen K^ 
begrenzten Körpers in einen von concentrischen Kugeln begremten 
die Bedingungsgleichungen des Problems für den ersten Körper 
übergehen in die Bedingungsgleichungen desselben Problems für 
den zweiten Körper. Da für diesen das Problem der Tempera- 
turvertheilung gelöst ist, so erhält man durch die umgekehrte 
Transformation die Lösung fttr den gegebenen Körper. Die so 
erhaltenen Formeln stimmen mit den von Herrn C. Neumann 
aufgestellten völlig tiberein. Wn. 

BoussiNESQ. Sur les spii'ales que d^crit la chaleur, en 
se röpandant, ä partir d'un point Interieur, dans un 
milieu homogene dissymötrique. C. R. LXVI. 1194-1197. 

Mondes (2). XVII. 327. 

Die Wärmeleitung in krystallinischen Medien hängt bekannt- 
lich von 6 Coefficienten (cf. Lam^: le^ons sur la th^orie analy- 
tique de la chaleur, Paris 1861), a', fc^ c% A, fi, v ab, von denen 
man mit Lama die drei ersten als Coefficienten der normalen, 
die drei letzten als Coefficienten der tangentialen Leitongsf&hig- 
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keit bezeichnen kann. Es existirt femer für jeden Erystall ein 
einsiges System von rechtwinkligen Axen, fttr welche die Dif- 
ferentialgleichung der Wärmebewegung nur die Coefficienten a', 
6% c' enthält Diese Axen sind die Axen des Lamä'schen 
Hauptellipsoids, dessen Gleichung ist 

9 S 9 

a* ^ 6' ^ c' ^' 
Herr Böussinesq führt noch ein zweites Ellipsoid ein, das Ellipsoid 
der linearen Leitungsfähigkeit, dessen Gleichung die folgende ist: 

^. -t- j. -t- ^. i- ^.j.^. - i-t- ^«^2^. , 

worin 

, Ä , X 

y. =y-V + V' 

»I = « — A*"2- + ^TT ist. 

Durch Betrachtung beider EUipsoide ergiebt sich eine einfache 
geometrische Construction der Curven, welche die Wärme für den 
Fall beschreibt, dass das krystallinische Medium in einem kleinen 
Baume um den Anfangspunkt herum erwärmt wird. Es werden 
in dem vorliegenden Auszuge jedoch nur einige Resultate ohne 
Beweis mitgetheilt. Wn. 

J. MouTiER. Sur la relation qui existe entre la cohösion 
d'un Corps composö et las cohösions de ses Clements. 

C. R. LXVI. 606-609. 

H. Hirn hat in seiner „exposition analytique et exp^rimentale 
de la th^orie möcanique de la chaleur" (Paris 1865) den Satz 
aufgestellt, dass, wenn P den äussern Druck, R den Innern Druck 
oder die Cohäsion eines Körpers, V das (scheinbare) Volumen, 
%p das invariable Volumen, welches die Atome einnehmen, T die 
absolute Temperatur bedeuten, der Ausdruck 

(Ä + f)(F^i/;) 
T 
fUr jeden Körper constant ist. Herr Montier nimmt für diese 
Constante folgenden Werth an : ^MKE, wo M das Gewicht, K die 
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specifische Wärme des Körpers, E das mechanische Aequivalent 
des Körpers bedeutet. Die Gleichung wird dann auf einen 
Körper angewandt, der aus zwei andern zusammengesetzt ist; da 
nun zur Erwärmung des zusammengesetzten Körpers um einen 
Grad dieselbe Wärmemenge nöthig ist, wie ftlr die Erwärmung 
der einzelnen Bestandtheile, so ergiebt sich daraus eine Beziehung 
zwischen den Grössen ß, P, V, xp fttr die ursprünglichen und fÄr 
den zusammengesetzten Körpen Diese Beziehung vereinfadit sich 
für Gase, bei denen man das wirkliche Volumen der Atome gegen 
das Gesammtvolumen vernachlässigen kann. Wn. 

J. EiBEL. Beitrag zur mechanischen Theorie der Wärme. 

Schlömilch Z. XIII. 492-496. 

C. M. GuLDBERG. Kortfattet Fremstilling af den meka- 
niske Varmetheori. Christiania. 

Kurzgefasste Darstellung der mechanischen Wärmetheorie. ' 

H. 

Grashoff. Ueber die GrundbegriflFe und die Termino- 
logie der mechanischen Wärmetheorie. z. dtsch. ing. 

XII. 161-180. 

Der Verfasser giebt im ersten Theile seiner Arbeit eine 
„Skizze zu einer Einleitung in die mechanische Wärmetheorie", in 
der er namentlich bemüht ist, eine strenge Aufeinanderfolge von 
Definitionen, Annahmen und Grundsätzen herzustellen, um zu den 
berechtigten Grundlagen Hir die mathematische Behandlung zu 
gelangen, eine Sache, die nach seiner Ansicht noch fehlt. Zur 
Begründung von Sätzen der mechanischen Wärmetheorie gelangt 
er nicht. Der zweite Theil enthält eine kritische Besprechung 
der zweiten ganz neu bearbeiteten Auflage von: „Zeuner, Grund- 
züge der mechanischen Wärmetheorie. Leipzig, 1866". 

0. 

Th. Wand. Kritische Darstellung des zweiten Satzes 
der mechanischen Wärmetheorie. Carl Repert. IV. 281-323. 

309-406. 
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C. M. GuLDBERG. Sur la th^orie molöculaire des Corps, 

0. R. LXVI. 39-42. 95-97. 

Der Verfasser stellt Gleichungen auf zwischen der ftlr die 
Ausdehnung eines Gases nöthigen Wärmemenge, der von dem 
sich ausdehnenden Gase geleisteten äussern Arbeit, dem Druck, 
ier Temperatur und dem Volumen des Gases. Die Formeln 
werden dann angewandt auf gesättigten und überhitzten Wasser- 
dampf, sowie auf Aether; die für gegebene Temperatur und Druck 
berechneten Werthe des Volumens werden mit den von Regnault 
beobachteten in einer Tabelle zusammengestellt, ebenso die be- 
rechneten und beobachteten Werthe für die Wärmemenge, die 
erforderlich ist, um ein Kilogramm einer Flüssigkeit von auf t 
Grad zu erhöhen und dann in gesättigten Dampf unter dem ent- 
äiprechenden Drucke tiberzuföhren. Wn. 
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C. Breymann. Sammlung geodätischer Aufgaben. Wm 

Braumiiller. B^ 

E. B. Christoffel. Allgemeine Theorie der geodätisdi 

Dreiecke. Berl. Abh. 1868. 119-176. 

Die bisherigen Arbeiten über geodätische Dreiecke taH 
immer gewisse Einschränkungen zur Voraussetzung; entweii 
waren die Dreiecke unendlich klein, oder die zu Grunde gdfi^ 
Fläche war ein von der Kugel wenig verschiedenes SphliÄ 
Die vorliegende Abhandlung lUhrt nun die Lösung des all{^ 
meinen, von jenen Einschränkungen befreiten Problems wA 
auf die Theorie einer Function von vier Veränderlichen, (b 
„reducirten Länge^^ eines geodätischen Bogens, durch welche flA 
die Bestimmungsstticke eines geodätischen Dreiecks in endliflkl 
Form, oder doch wenigstens als Integrale vollständiger DU 
rentiale darstellen lassen. Weil die hierbei vorkommenden 1* 
Ziehungen bei einer Verbiegung der Fläche ungeändert bleihii] 
so wird nicht eine Gleichung der Fläche in rechtwinkligen C^ 
ordinaten vorausgesetzt, sondern es wird angenommen, dass dielt 
Coordinaten als Functionen von zwei Veränderlichen p undf 
dargestellt seien. Die in der Tangentialebene eines Punktes tob 
diesem ausgehenden Sichtungen unterscheiden sich dabei voi 
einander durch ihre Azimuthe, deren fester Schenkel in die 
EichtuDg der von jenem Punkte aus wachsenden p fällt, wäbieol 
die positive Drehungsrichtung für alle Punkte der Fläche die- 
selbe ist. 
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Die ganze Arbeit zerfällt in vier Abschnitte, welche sich be- 
ziehen auf: die geodätischen Linien im Allgemeinen, die Theorie 
der geodätischen Dreiecke, die Theorie der reducirten Länge 
eines geodätischen Bogens und die geodätische Klassifikation der 
krummen Oberflächen. 

Im ersten Abschnitte werden die Differentialgleichungen 
zwischen p, q und der Länge s eines geodätischen Bogens in 
verschiedenen Formen mit den zugehörigen Grenz- und Stetig- 
keitsbedingungen vollständig entwickelt Ausgegangen wird dabei 
von den beiden Eigenschaften der geodätischen Linie, dass nämlieh 
ihre Schmiegungsebene die Oberflächennormale enthält, und dass 
sie die kürzeste Verbindung zwischen ihren Endpunkten ist. Aus 
den Formeln folgt dann unmittelbar der Gauss'sche Satz: Wenn 
eine geodätische Linie von gegebener Länge sich um dei^ eineti 
Endpunkt dreht, so bleibt sie stets senkrecht zu der von dem 
anderen Endpunkte beschriebenen Curve. Entspricht dabei ein^ 
Drehung dq> eine Verschiebung da des beweglichen Endpunktes, 
so heisst die durch die Gleichung da =:tndg> definirte Grösse m 
(s. Gauss: disqu. gen. c. superf. curv.) die reducirte Länge des 
geodätischen Bogens. 

Ein geodätisches Dreieck enthält im Allgemeinen neun Be- 
stimmungsstilcke, nämlich die drei Seiten und ihre sechs Azimuthe 
in den Ecken; die Dreiecks winkel sind durch die Azimuthe un- 
mittelbar bestimmt. Im zweiten Abschnitte werden nun zunächst 
die Ausdrücke fQr die Aenderungen jener neun Stücke durch die 
Aenderungen der p und q in den Ecken des Dreiecks ausftlhrlich 
entwickelt. Die GoefGcienten der dp und dq in diesen Formeln 
enthalten, ausser den Grössen E, F, G aus dem Ausdrucke 

ds^ = EdpH- 2Fdp dq^G dq' 
für das Linienelement ds', nur noch die Azimuthe und die redu- 
cirten Längen der Dreiecksseiten, und müssen den bekannten 
Integrabilitätsbedingungen genügen, da man es hier mit vollstän^ 
digen Differentialen zu thun hat. Die nähere Untersuchung dieser 
Bedingungen flihrt dann zu folgenden Sätzen: 1) Die reducirte 
Länge eines geodätischen Bogens bleibt ungeändert, wenn man 
Anfangs- und Endpunkt desselben mit einander vertauscht 
2) Zählt man längs einer geodätischen Linie von einem beliebigen 

Forlschr. d. Math. I. 3. 27 
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Anfangspunkte aus Abscissen, ist (ar) die reducirte Länge da 
Bogens zwischen den Punkten, welche resp. die Abseiflsen a xä\ 
r haben, so ist 

wo kr das Gauss'sche Krttmmungsmass im Punkte r bedeut 
3) Die reducirte Länge eines geodätischen Bogens, als Foncti« 
der p und q seiner beiden Endpunkte betrachtet, genügt mel 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, in deren 
ficienten ausser den E, F, G nur die Azimuthe in den Endpnnl 
auftreten. 

Aus den Gauss'schen Sätzen über die Yerbiegung vonFiSeliei 
folgt unmittelbar, dass die reducirte Länge eines geodititeiM^I 
Bogens sich bei der Yerbiegung nicht ändert. Diesel Satz M\ 
sich in folgender Weise umkehren. Wenn die Punkte tiM 
Flächen einander so zugeordnet werden können, dass dieiei^ 
eirten Längen der geodätischen Verbindungslinien entsprecM 
Punkte für beide Flächen einander gleich sind, so lassen siek i^j 
Flächen auf einander abwickeln, und es kommen hierbei Ml 
entsprechende Punkte zur Deckung. Bei der geometrisoheiOi* 
tung solcher Untersuchungen ist jedoch ein Umstand zu beiflM^ 
Wenn die Goordinaten der beiden Flächen in der Weise i 
Functionen von p und q dargestellt werden, dass zu gliiAi 
Werthen von p und q in beiden Flächen entspreohende FoH 
gehören, so können sehr wohl zu reellen p und q auf der eii^, 
Fläche reelle Punkte gehören, auf der anderen aber nicht; ^ 
anderen Worten: wenn ein Stück einer gegebenen Flächet 
nach einem bestimmten Gesetze umbiegen lässt, so gilt das M^ 
nicht von der ganzen Fläche. 

Der Bequemlichkeit halber wird im dritten Absohnitto li' 
der reducirten Länge die reducirte Absdsse eingeführt. Es ffrit 
die reducirte Abscisse [ar\ des Punktes r in Bezug auf den I^ 
a (siehe oben) folgenden Bedingungen: 






[or]=+(ar) (r^a), 



+ *[ar]=0. 






für 



.r = a. 
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Aus diesen GLeichungen folgen einige merkwürdige Relationen, 
von denen wir nur die Identität 

[ar] . [/Sy] + [/?r] . [ya] + [yr] . [aß] =0 
hervorheben. Ferner werden die Bedingungen genauer unter- 
sucht, unter denen [ar] = 0, ohne dass r gleich a ist, und did 
Abhängigkeit dieser Wurzeln r von ee entwickelt. Wenn nämlich 
[£cr] = 0, so sehneidet eine von a ausgebende, der gegebenen 
geodätischen Linie unendlich nahe Linie die erstere im Punkte r 
noch einmal, und es stellt sich dabei heraus, dass in Flächenr 
stücken mit negativen k ein solches zweimaliges Schneiden nicht 
stattfinden kann. • 

Die im zweiten Abschnitte entwickelten Differentialgleichun- 
gen für die reducirte Länge enthalten noch die Azimuthe, 
setzen also die Kenntniss der geodätischen Linie selbst voraus. 
Durch nochmalig« Differentiation lassen sich nun die Azimuthe 
eliminiren und eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
für die reducirte Länge herstellen, aus welcher alle auf die geo- 
dätische Linie selbst bezüglichen Grössen verschwunden sind. 
Dieselben kommen nur in den Grenzbedingungen vor, in der 
Differentialgleichung selbst treten dagegen nur p^ q nnd als be- 
kannt anzusehende Functionen von p und q auf. Jede Lösung 
dieser Differentialgleichung, welche gewisse vorgeschrieben^ 
Grenz- nnd Stetigkeitsbedingungen befriedigt, liefert mit Ausnahme 
eines besonders zu behandelnden Falles eine reducirte Länge. 
Aus dieser erhält man dann die Azimuthe auf algebraischem 
Wege, während die Ermittelung der Bogenlänge einer geodätischen 
Linie noch eine Integration erfordert. 

In dem Ausnahmefalle ist jene Differentialgleichung' dritter 
Ordnung die Folge einer einfacheren zweiter Ordnung, jedoch 
ent^richt dann nicht mehr einer jeden Lösung derselben «ine 
reducirte Länge. Dieser Fall tritt ein, 1) wenn die Fläche ein 
constantes Erümmungsmass besitzt, 2) wenn die Fläcbe.sich in 
eine Kotationsflädie umbiegen lässt, und dann der Anfangspunkt 
der geodätischen Linie ia die Rotationsaxe fällt. Beide Mal verr 
schwindet dana eine gewisse Determinante, welche zugleich In*- 
variante des Problems in demselben Sinne ist , wie das Krüm«^ 
mungsmass k. ., ■',.'■• .., 

27* 
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Im vierten Abschnitte endlich werden die Bedingungen unter- 
sucht, unter denen zwischen den Seiten und Winkeln eines geo- 
dätischen Dreiecks Relationen stattfinden können, welche die p, 
q der Eckpunkte gar nicht enthalten. Das Resultat ist, dass alle 
krummen Oberflächen sich in vier grosse Klassen einordnen 
lassen, je nachdem keine, eine, zwei oder drei solcher von ein- 
ander unabhängiger Gleichungen stattfinden können. Die vierte 
Klasse umfiässt alle Flächen mit constantem Krümmungsmass. 
Die dafür gültigen Formeln gehen aus denen der sphärischen 
Trigonometrie unmittelbar hervor, wenn man in den letzteren 
jeden Bogen mit -^k multiplicirt, gleichviel ob k positiv oder 
negativ ist. Hierdurch ist auch der oben erwähnte Ausnahme- 
fall erledigt. B. 

Beltrami. Sulla teoria delle linee geodetiche, Rend. d. 

Ist. Lomb. (2). I. 708. 

LüROTH. Verallgemeinerung des Problems der kürzesten 

Linie. Schlömilch Z. Xm. 156-162. 

Siehe Abschn. VIII, Cap. 3, pag. 232. 

E. Schering. Erweiterung des Gauss'schen Fundamental- 
satzes für Dreiecke in stetig gekrümmten Flächen. 

Gott. Nachr. 1868. 389-391. 

Siehe Abschn. VIII, Cap. 3, p. 232. 

P. A. Hansen. Fortgesetzte geodätische Untersuchungen, 
bestehend in zehn Supplementen zur Abhandlung von 
der Methode der kleinsten Quadrate im Allgemeinen 
und ihrer Anwendung auf die Geodäsie im Besondern. 

Leipz. AbL IX. 1-184. 

Suppl. 1. Reflexionen über die Anlage und die Ausftahrung 
eines Dreiecksnetzes. Enthält ausser einer Kritik der bisher 
massgebenden Bestimmungen über Triangulationen eine Entwicke- 
lung derjenigen Grundsätze, nach denen, dem jetzigen Ausglei- 
chungsverfahren gemäss, bei der Beurtheilung einer Triangulation 
verfahren werden muss. 
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Sappl. 2 — 9 enthalten Ergänzungen zu den in der ^Methode 
der kleinsten Quadrate etc/^ gegebenen Rechnungsvorschrifien f&r 
die praktische AusfELhrung einer Triangulation. 

Suppl. 10. Das Beobachtungsverfahren betreffend, welches 
Gauss in der Hannoverschen Gradmessung angewandt hat. Ueber 
das Verfahren von Gauss fehlen bis jetzt alle directen Naeh- 
richten. Der Verfasser stellt nun hierüber eine Vermuthung auf, 
welche sich mit den einzelnen von Gauss und Anderen gegebenen 
Andeutungen ganz gut verträgt, jedoch zu der Annahme führt, 
dass Gauss in dem ,,Suppl. theoriae comb, etc.^ bei dem jener 
Gradmessung entlehnten Beispiel einen Fehler begangen haben 
mttsse. B. 

Allegret. M^naoire sur la flexion des lignes g^odösiques 
trac^es sur une mßme surface quelconque. 0. R. LXVL 

342. MoDdes (2). XVII. 271 u. 423. 

Es werden von dem Verfasser eine ganze Reihe von Sätzen 
über die Flexion oder, was dasselbe ist, über die Torsion der 
auf einer Fläche von einem Punkte ausgehenden geodätischen 
Linien ohne Beweis mitgetheilt, welche, wie man ohne grosse Mühe 
nachweisen kann, unmittelbare Folgerungen aus dem Ausdrucke 

(±^±)sinöcosö 

fttr die Torsion einer geodätischen Linie sind, q^^ q^ sind die 
Hauptkrümmungshalbmesser, d das Azimuth der geodätischen 
Linie, gezählt von einer Krümmungslinie aus. B. 

Helmert. Studien über rationelle Vermessungen im 
Gebiete der höheren Geodäsie. Schlömiich z. xill. 73-120, 

163-186. 

Der erste Abschnitt der Arbeit behandelt sehr ausführlich 
die Ermittelung der wahrscheinlichen Lage eines Punktes, wenn 
die Lage zweier oder mehrerer durch ihn gehender Geraden be- 
obachtet ist, wobei zwischen einzelnen unter ihnen noch Relationen 
stattfinden können. Aus dem Resultat, dass die Orte der Punkte 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit concentrische, ähnliche und ähnlich 
liegende Ellipsen sind, werden Vorschriften fttr die Wahl der 
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Lage imd Genauigkeit jener G'eraden abgeleitet, nm eine möglichst 
gtlnstige Bestimmung bei gleichbleibender Mühe 2n eiiialten. 

Im zweiten Abschnitt wird die Frage nach der günstigsten 
Methode fttr das Einschalten von Netzpunkten niederster Ordnung 
in ein grösseres bekanntes Netz dahin beantwortet, dass die An- 
wendung des Pothenot'schen Problems oder die Beobachtung der 
Hauptpunkte von den Nebenpunkten aus unter sonst gleichen B^ 
dingu'ngen im Allgemeinen aus praktischen und theoretischen 
Gründen den Vorzug verdiene. 

Im dritten und vierten Abschnitt werden die günstigsten 
Formen der Basisnetze und der Hauptdreiecke gesucht, voraus- 
gesetzt, dass man es mit einem idealen Terrain zu thun habe, 
d. h. einem solchen, dessen Triangulation den gewöhnlichen 
Methoden keine, besondere Kunstgriffe erfordernde Schwierig- 
keiten entgegensetzt. B. 

YvoN ViLLARCEAU. Nouveau thöor^me sur les attractions 
. locales. 0. R. Lxvn, 1275 -I2ai. 

Das neue Theorem besteht in zwei Formeln ; die erste giebt 
den Unterschied zwischen der geodätischen und der wahren, \ä 
Folge lokaler Anziehungen davon verschiedenen Zeüithdistaa 
eines Signals B in Bezug auf eine Station M als Function der 
Unterschiede zwischen der wahren und der geodätischen Breite 
von M und zwischen der wahren und der geodätischen Längen- 
differenz von If und B, In der zweiten Formel sind die Längen- 
differenzen durch die entsprechenden Azimuthe von B und M 
ersetzt. Es wird dann des Weiteren erörtert, wie diese Formeh 
in Verbindung mit einem bis an die Meeresküsten reichenden 
Nivellement dazu dienen können, die Coordinäten einer jeden 
Station, also hier speciell die Höhen der Stationen in Bezug anf 
das der Rechnung zu Grunde gelegte Sphäroid zu bestimmen. 

B. 

Fischer. Untersuchungen über die Gestialt der Erde. 

Darmstadt. Diehl. 

Eine sehr ausführliehe Kritik der bisherigen Versuche, ans 
Breitengradmessungen und Pendelbeobachtungen die Gestalt dff 
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]Brde zu bestimmen, mit besonderer Betonung der durch lokale 
Ind allgememe Lotbstörungen verursachten Fehler und Irrthümer» 
( B. 

Anton Schell. Geometrischer Beweis dejs Lehmann'- 
schen Satzes über die Lage des Standortes in Bezug 
auf das Fehlerdreieck. Wien. Ber. Lvn. 67-70. 

?Vnton Schell. Allgemeine Theorie des Polarplanimeters, 

Wien. Ber. LVm. 189-209. 

Der Artikel enthält die vollständige mathematische Theorie 
^ines aum Durchschlagen eingerichteten Planimeters, nebst Vor- 
schriften für den praktischen Grebrauch, die Rectification und 
pStonstantenbestimmung des Instrumentes^ sowie für die Elimination 
l.es Fehlers, der entsteht, wenn die Axen der Laufrolle und des 
S'ührungsarmes nicht genau parallel sind. B. 

CJnferdinger. Das Pendel als geodätisches Instrument. 

Grunert Arch. XLIX. 309-330. 

Der Aufsatz ist im Wesentlichen eine ßeproduction zweier 
filteren, in den Berichten der Wiener Akademie publicirten Ar- 
beiten desselben Verfassers. Derselbe giebt der Pendelformel fol- 
gende Grcstalt: 

WO Ltp die Fendellänge unter der Breite tp, v das Yerhältniss der 
Schwungkraft zur Schwerkraft unter dem Aequator, e die Ex- 
centricität der Meridianellipse, ^i den sinus der Breite und A eine 
von der Massenvertheilung im Erdinnern abhängige Constante be- 
deutet. In dem Factor l-{-Afi^ sind die höheren Potenzen von 
fi, welche darin noch vorkommen mtissten, vernachlässigt. Mit 
Hülfe der BesseVschen Erddimensionen und der Pendellängen von 
Berlin, Königsberg und Gtildenstein werden dann die Grössen 
Lq und A bestimmt, und die Formel 

(IL) logLy = 2.6427568+(7.35147)it*'+(5.3198>*+(3.547>« 

abgeleitet. Die eingeklammerten Zahlen bedeuten Logarithmen. 
Bei der Vergleichung einer hiernach berechneten Tafel mit einer 



392 ^IL Abschnitt. Geodäsie und Astronomie. 

grösseren Anzahl (51) beobachteter Pendellängen stellen sich in 
den übrig bleibenden Fehlem f&r Insel-, Küsten und Continentil- 
Stationen ähnliche Unterschiede heraus, wie sie schon lange m 
Airy nachgewiesen und von Stokes erklärt worden sind. Die 
Hinzuftlgung der vierten und sechsten Potenz von fi zu d^ ge- 
wöhnlichen Pendelformel 

schaffl; also diese Anomalien nicht fort , auch scheint die du- 
Stellung der Beobachtungen durch obige längere Formel niclit 
befriedigender zu sein als durch die gewöhnliche, wenigste» 
spricht eine Yergleichung der Mittelwerthe der bei beiden Formdi 
übrig bleibenden Fehler eher gegen, als f)lr die obige Fond 

Beides liess sich erwarten , denn die Mitnahme von (i^ xsi 
ju* ist illusorisch, so lange nicht nachgewiesen ist, dass dieii 
dem Factor l + Afi^ vernachlässigten Glieder keinen EinflusB fi 
die Goefficienten von fi* und ju' in dem Ausdruck ftar logL^ haba 

Zum Schluss wird dann die umgekehrte Aufgabe behanddli 
nämlich aus den empirisch gegebenen Goefficienten in logL^ (fit 
Dimensionen der Erde und A und v zu finden, voraosgeseUi 
dass die analytischen Ausdrücke der Goefficienten die aus (l) 
folgende Form besitzen. Die Auflösung des zur Erläuterung hir 
gefugten Rechnungsbeispieles bietet keine besonderen Schwidi!' 
keiten dar. B. 

J. HöLTSCHL. Das Pothenot'sche Problem in theoreti- 
scher und praktischer Beziehung. Mit besonderer Rfick* 
sieht auf dessen graphische Lösung mittelst des Me* 

tisches. Weimar, R. F. Voigt. 

Cayley. A „Smith's Prize" paper. No. 3 u. 4. MessengerlV. 
204-206. 

Explication von Landkarten. H. 
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J. Merrifield and H. Evers. Navigation and Nautical 
Astronomy (Practical, Theoretical and Scientific) for 
use of Students and Practical Men. London, Longpans. 

Laborde. Nouvelles döcouvertes astronomiques. Lois 
du mouvement des planstes. Le soleil pris comme 
centre moteur et rögulateur de notre Systeme planötaire. 

Paris, Bonaventure. 
SeGUIN. Möcanique Celeste. Paris, Gauthier- Villars. 

HoEK. Siir le mouvement du systfeme solaire dans Fes- 
pace. Deux lettres adress^es ä M. Delaunay. C. R. 

LXVI. 1200. 

Maercker. Zwei wichtige chronologische Regeln. Grunert 

Arch. XLVin. 8-35. 

Die in diesem Aufsatz gegebenen Vorschriften zur Berechnung 
des zu einem bestimmten Datum gehörigen Wochentages und des 
Ostervollmondes für den alten wie fUr den neuen Kalender sind 
ziemlich einfach und leicht anzuwenden, indem die vorkommenden 
Zahlen niemals sehr gross werden. B. 

Frischauf. Theorie der Bewegung der Himmelskörper 
um die Sonne nebst deren Bahnbestimmung in ele- 
mentarer Darstellung. Graz, Leuschner nnd Lubensky. 

Das Büchelchen enthält eine übersichtliche Entwickelung aller 
3er Formeln, welche zur Bahnbestimmung unumgänglich nöthig 
3ind, mit Fortlassung aller Nebenbetrachtungen und Ausnahme- 
fälle, sowie der Modificationen , welche die Gauss- Olbers'schen 
Methoden seither erfahren haben. B. 
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Jean Plana. Memoire sur les formules du mouvement 
circulaire et du mouvement elliptique, libre, autour 
d'un point excentrique par Taction d'une force centrale. 

Mem. di Torino (2). XXI 7. 

Absicht der Arbeit ist, nachzuweisen, dass Newton die Ent- 
deckung des Gravitationsgesetzes nicht aus der Kenntniss der 
Kepler'schen Regeln, noch weniger aus der Eepler'schen Berech- 
nung Tychonischer und älterer Beobachtungen geschöpft habe, 
sondern vielmehr aus einer Gombination des Huyghens'schen 
Satzes über das Maass der Schwungkraft mit einer von Newtoi 
selbst durch die Fluxionsrechnung entdeckten Transformation des 
Ausdruckes für den EJrümmungshalbmesser ebener Curven. 

B. 

E. BoucHOTTE. Sur la distance de la terre au soleil. 

Mondes (2). XVI. 529. 

Meyer. Kosmische Messungen. Pr. G. Bunzlau. 

Eine gemeinfassliche Darstellung der Versuche^ die GeBtslt 
und Grösse der Erde zu bestimmen, von den ältesten Zeitman 
bis auf die europäische Gradmessung. B. 

Lespiault. Theorie g^om^trique de la Variation des 

ÖlÖments des planstes. Paris, Gauthier- Villars. 

Gruey. Sur le calcul num^rique des perturbations des 
petites planstes au möyen des quadratures. Ann. de rfic 

Norm. V. 161-229. 

Im Wesentlichen eine Darstellung der von Encke im Berliner 
astr. Jahrbuch 1837 und in den Astr. Nachr. 791, 792, 814 ge- 
gebenen Methoden, die Störungen mit Hülfe von mechanischen 
Quadraturen zu berechnen. Section I giebt die Entwickelungen 
der Formeln zur Berechnung der Störungen, sowohl der recht- 
winkligen Goordinaten als auch der Bahnelemente. Section II 
enthält eine Ableitung der Formeln flir die mechanische Quadratur 
und Section lü ein nach den beiden Methoden (nämlich Störungen 
d^r Goordinaten und Störungen der Elemente) gerechnetes Bei- 
3pieU B. 
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Rbmioio DEL Grosso. SuUe perturbäzioni planetarie. 

Battftgl. G. V. 65. 129. 193. VI. 1. 125. 324. 

Diese Monographie hat den Zweck, für Anfänger aU Ein- 
leitung in die schwierigeren Theile der Störungstheorie zu dienen 
und reproducirt daher in zusammenhängender Weise das Wesent- 
liche der bisher bekannten Methoden und Resultate unter der 
Voraussetzung, dass die Excentrici täten und Neigungen der ge- 
störten Bahnen sehr klein seien. Es werden der Reihe nach be- 
handelt: die Differentialgleichungen für die gestörten Elemente, 
die kanonischen Elemente, die Entwickelung der Störungsfunction 
nach den mittleren Anomalien, die Integration der Störungsglei- 
chungen, die säcularen und periodischen Störungen und die 
Störungen der Polarcoordinaten, welche den Ort eines Planeten 
in seiner Bahn bestimmen. Zum Schluss ist dann noch in kurzen 
Umrissen hinzugefügt: die Methode von Hansen, unmittelbar den 
gestörten Ort zu finden, und das Verfahren, welches Y. Villarceau 
vorgeschlagen hat, um Masse und Bahn eines unbekannten Pla- 
neten zu finden, wenn die von ihm auf andere Körper ausge- 
übten Störungen bekannt sind. B. 

R. Radau. Sur un th^orfeme de m^canique, C. R. LXVI, 

1262 - 1265. Mondes (2). XVII. 319. 

R. Radau. Remarques sur le problfeme des trois corps. 

G. R. LXVII. 171-175. Mondes (2). XVII. 492. 

R, Radau. Sur une transformation orthogonale appli- 
cable aux ^quations de la dynamique, C. B. LXVII. 

316-319. Mondes (2). XVII. 579. 

R. Radau. Sur T Elimination directe du noeud dans le 

probl^me des trois corps. C. B. LXVII. 841-843. Mondes 
(2). XVin. 367. 

R. Radau. Sur Une transformation des Equations dif- 
förentielles de la dynamique. Ann. de l'fic. Norm. V. 311-375. 

Siehe Abschn. X, Cap. 3, p. 321. 
Ch. Delaunay. Theorie du mouvement de la lune. 

Paris, Gauthier- Villars. T. I. 1860. T. II. 1868. 
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J. TissERAND. Exposition, d'aprfes les principe« defc|» 
cobi, de la m^thode suivie par M. Delaunay dans ft 
throne de la lune. Liouviile J. (2). Xlii. ^5-ao3. 

Durch die Hamilton- Jacobi'sche Theorie vrird die Integrati« 
der dynamischen Differentialgleichungen bekanntlich auf die LS- 
sung einer partiellen Differentialgleichung zurückgeftthrt, wfl8ft|llii 
die Variation der Constanten ganz besondere Yortheile bietat 
Herr Tiss<6rand zeigt nun, wie die von Delaunay in seiner HdA 
theorie befolgte Integrationsmethode sich in eleganter Weise M 
diesen Principien ableiten lässt. 

Wenn man die Störungsfunction auf den constanten TM |i 
und ein periodisches Glied beschränkt, so lassen sich die StOraft 
gleichungen streng integriren, und wenn man nun die Integnte 
constanten als neue Variable einführt, so hängen diese iritk 
von ähnlichen Gleichungen ab, nur dass die neue Störungsfonii 
das vorhin betrachtete periodische Glied nicht mehr enth&lt M 
diese Weise schafft Delaunay aus der Störungsfunction yonM| 
die wichtigsten Glieder fort und wendet nachher auf die fibripi 
das gewöhnliche Verfahren an. 

Sei also die Störungsfunction reducirt auf 

ß, = -B-ilcos(f/ + »'^-f-»"A+i'Vl+g), 

wo f^ »^ f'^ y** ganze Zahlen sind, q eine Gonstante, / die mitdeR 
Anomalie des Mondes, g das Argument der Breite des PerigWi 
h die Länge des Knotens der Mondbahn , t die Zeit und ti A 
mittlere Bewegung der Sonne. Die Grössen A, B hängen ab K 
der grossen Axe a^ der Excentricität e und der Neigung tk 
Mondbahn ; sie sind aber als Functionen der drei den Elemeoto 
l, g, h zugeordneten kanonischen Elemente L, G, H auBgedrUck^ 
welche ihrerseits Functionen von a, e, % sind. Die Integration 
der Störungsgleichungen 

dL ößo dl BR, 

— ^ " u. s. w. 



dt dl ' dt dL 

kommt nun darauf zurück, eine Lösung S der partiellen Dift- 
rentialgleichung 

es ^ ^ r.ds . .. ds . ... ds 



dt 



-6-Acos(i^+i'^ +i"||+i'Vi+,) = 
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ZU Bachen, die drei willkürliche Gonstanten C, (g)^ (K) enthalten 
mnss; die verlangten Integrale sind dann 

dL ^ ' dG ^ ^' dH ~ ' 

Die Lösung S findet man ohne Schwierigkeit, und die sechs neuen 
kanonischen Constanten C, (^), (ä), c, (6?), (ff) werden ihrer- 
seits als Variahle durch das kanonische System 

dC^_dR^ de _ dR^ 

dt ^ de ' dt '^ ÖC ^' ®' ^* 

bestimmt, wo die Störungsfunetion R^ von den Gliedern R^ be- 
freit ist So ist also das mit Ä multiplicirte periodische Glied aus 
der Störungsfunetion fortgeschafft. Allerdings muss man in £, 
für die Elemente L, G, ... Beihenentwickelungen setzen^ zu denen 
man durch die vorhergehende Integration gelangt ist, was die 
Rechnung wieder complicirt, aber die neu auftretenden Glieder 
sind von einer höheren Ordnung. 

Der Verfasser zeigt endlich, wie dieselbe Methode auf die 
Planetenstörungen anwendbar ist, wo man nicht sechs, sondern 
zwölf Störungsgleichungen hat. Er empfiehlt die Anwendung der- 
selben besonders für die Bestimmung der grossen Ungleichheit der 
Planeten Jupiter und Saturn. R. 

Newcomb. Comparaison de la th^orie de la lune de 
M. Delaunay avec celle de M. Hansen. C. R. LXVI. 

1197-1200. 

Delaunay hat die wahre Anomalie des Mondes dargestellt 
durch eine Reihe, welche nach den sinus der Vielfachen folgender 
vier Winkel fortschreitet : mittlere Anomalie des Mondes und der 
Sonne, mittlere Entfernung des Mondes von der Sonne und von 
seinem aufsteigenden Knoten. Herr Newcomb hat nun den 
Hansen'schen Ausdruck fQr die wahre Anomalie des Mondes 
durch eine Transformation mit dem Delaunay'schen direct ver- 
gleichbar gemacht und zieht aus der Vergleichung der Differenz 
DeL—H. ftb: 137 der wichtigsten Coefficienten u. a. folgende in- 
teressante Schlüsse: 
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Die Samme der absoluten Werthe sämmtlicher Differenzei 
steigt auf ^''^S^, wenn man einen Coefficienfen we^Üaskj der fir 
sich die Differenz 1^,24 liefert, und bei dessen Beduetion auf die 
gewohnliche Form ein Fehler zu sein scheint 

Der wahrscheinliche Unterschied zwischen den von beiden 
Theorien gegebenen Mondlängen beträgt (y,8, also weniger ab 
der wahrscheinliche Fehler der besten Positionsbestimmungei 
des Mondes. 

Der Ausspruch Hansen's, dass die beobachteten Mondst^ 
rungen etwas grösser sind als die berechneten, scheint durdi 
Delaunay's Theorie und die neueren Beobachtungen bestätigt za 
werden, doch scheint es nicht, als ob zur Erklärung dieser Ab- 
weichung die Hypothese unumgänglich nothvrendig wäre, dias 
Schwerpunkt und Figurmittelpunkt des Mondes nicht zusammen- 
fallen, obgleich dieselbe allerdings genügt B. 

H. GoDFRAY. Note on the Lunar Theory. Quart j. ix 

126-128. 231. 

W. Walton. Note on the Lunar Theory. Q^rt i n 

226-230. 

Alle 3 Noten enthalten gegenseitige Erwiderungen beider 
Herren, welche durch eine Note des Herrn Walton im Quart J. 
Vin. 297-301 hervorgerufen sind. Sie beziehen sich anfeinen 
Punkt in H. Godfray's: „Treatise on the Lunar Theory **. Letztere 
war jedoch dem Beferenten zu seinem Bedauern unzugänglid). 

O. 

E. Desmarkst. Preuve physique et mathematique de la 
rotation diurne de la terre. Paris, Hachette. 

Carl Menzzer. Ueber den Zusammenhang der Ro- 
tation imd Revolution, die dritte von Copernicus ent- 
deckte Bewegung der Erde und das Botationsgesetz. 

Pr. B. Halberatadt. 

Der Herr Yerfiasser versucht die Ansicht des Coperaieos, 
dass die Erdaxe, um dieselbe Richtung im Räume zu bewahroi, 
eine eigenthümliche rückläufige Bewegung besitzen müsse, wieder 
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m Ehren zu bringen, ein Versuch, der lebhaft an den alten Streit 
im die Axendrehung des Mondes erinnert. Hieran schliesst sich 
jine auf metaphysische Speculationen gestützte Ableitung einer 
Delation zwischen den Dichtigkeiten der Planeten und ihren üm- 
Irehungszeiten, welche sich leidlich der Wirklichkeit anpasst. 

B. 

jrYLDEN. Zur Entwicklung der Störungsfuhction. Astr. 

Nachr. LXX. 151. 

Sind r und a derRadiusvector und die grosse Halbaxe des ge- 
störten, H und a' des störenden Planeten, so lässt sich die Grösse 

-^ = a' (r' + f" — 2rr'cos JI)-* 
n die Reihe 

entwickeln. Mit Hülfe einer bekannten Transformation erhält man 
lann, wenn 

die Gleichung 

TT 

^ sinio^^d«? 



n J 



y'Cl — a'sin'ttj+a^i^sin'fo) 

Dies nach Potenzen von t// entwickelt, giebt, weil t// von der 
Ordnung der Excentricitäten ist^ eine im Allgemeinen rasch con- 
rergirende Reihe mit constanten Coefficienten. Die Entwicklung 
iron \p^ nach den excentrischen Anomalien des gestörten und den 
naittleren des störenden Körpers, verbunden mit der bereits be- 
kannten analogen Entwicklung von 

W W '^'^^' 
liefert dann unmittelbar das Gesuchte. . B. 

DuFOUR. Memoire sur une m^thode pour d^terminer la 
distance de quelques ^toiles, ou du moins une limite 
supörieure de cette distance. 0. B. Lxvi. 664-666. Bull. 

d. L S. Vaud. X. 1-8. 

Geht die Bahnebene eines Doppelsterns nahezu durch unser 
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Sonnensystem, so wird die relative Geschwindigkeit des Begleit- 
Sterns in Bezug auf den Beobachter periodische Variationen er- 
leiden, welche im Maximum gleich dem Doppelten der Geschwin- 
digkeit des Begleiters in Bezug auf, den Hauptstern sind, wenn 
man von der Excentricität der Bahnellipse absieht. Die Ver- 
schiebungen der Spectrallinien des Begleiters gestatten nun jene 
Variationen direct zu messen, oder doch wenigstens eine obere 
Grenze für dieselben anzugeben; hieraus und aus der Umlaufs- 
zeit ergiebt sich eine obere Grenze itir die lineare Grösse der 
Halbaxe der Bahn, also auch fär die Entfernung des Doppel- 
stems von der Erde. B. 

H. VAN Blenken. Einige opmerkingen over de Beweging 

van Kometen. Versl. en Mededeel. (2). IL 321-326. 

Th. Oppolzer. Ueber die Bestimmung einer Oometenbahn. 

Wien. Ber. LVn. 219-245. 

Bei der Bestimmung einer Gometenbahn aus drei vollstän- 
digen Beobachtungen versagt bekanntlich die Olbers'sche Metbod^; 
sobald die drei Cometenörter zugleich mit dem mittleren SonnenoTt 
nahezu auf ein und demselben grössten Kreise liegen, obgleicli 
in diesem Falle eine Bahnbestimmung möglich ist. Die Oppolzer- 
sche Methode ist von diesem Mangel vollständig frei und durch- 
aus allgemein; sie erreicht ausserdem, allerdings auflösten der 
Einfachheit in den Formeln, bei den ersten Annäherungen eine 
Genauigkeit, welche um eine Ordnung höher ist, als bei dem 
Verfahren von Olbers. Der Unterschied zwischen beiden beruht 
wesentlich in Folgendem. Bekanntlich geben drei vollständige 
Beobachtungen ein Bestimmungsstück zu viel zur Berechnung einer 
parabolischen Bahn. Man hat also die Freiheit, einer Beobachtung 
nur unvollständig zu genügen, was im Allgemeinen dadurch ge- 
schieht, dass man festsetzt, der aus der berechneten Parabel 
folgende mittlere Gometenort solle in einem bestimmten, durch 
den zweiten beobachteten Ort gehenden grössten Kreise liegen. 
Bei der Olbers'schen Methode geht dieser Kreis durch den mitt- 
leren Sonnenort, bei Oppolzer steht er nahezu senkrecht auf der 
Kichtung der scheinbaren Bewegung des Cometen. Sonst ist der 
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rang beider Methoden im Wesentlichen derselbe. Aus der Be- 
ingung, dass die Bahnebene durch die Sonne gehen muss, wird 
ine Gleichung zwischen der ersten und dritten geocentrischen 
Intfernung des Gometen hergeleitet, deren Goefficienten ausser 
ekannten Grössen noch die Verhältnisse der von den Radius- 
ectoren des Cometen gebildeten Dreiecksflächen enthalten. Die 
erbindung dieser Gleichung mit der bekannten Euler*schen ge- 
tattet dann durch successive Versuche jene beiden geocentrischen 
Intfernungen und damit alles Uebrige zu finden. B. 

•CHRAMM. Der Sternschnuppenfall auf der Sonne. Grunert 

Arch. XL VIII. 198-209. 

Der Herr Verfasser stellt die Hypothese auf, dass der Sonnen- 
örper dunkel sei und seine Lichthülle durch das Erglühen von 
1 die Sonnenatmosphäre stürzenden Meteoren entstehe. Auf Grund 
[er von Prof. Newton in Newhaven gegebenen Daten über die 
^1 der stündlich auf die Erde stürzenden Sternschnuppen wird 
1er Nachweis versucht, dass die durch die Entzündung der auf 
de Sonne stürzenden Meteore gelieferte Lichtentwicklung hin- 
eiche, den beobachteten Glanz der Sonne zu erzeugen. Weshalb 
iiese Hypothese an Stelle der bisherigen Annahme von der Sonne 
ligenthümlichen Verbrennungsprocessen treten soll, ist nicht ge- 
agt, ebenso fehlt der gewiss wünsch enswerthe Nachweis, dass 
tin Stemschnuppenfall zur Erzeugung der vorhandenen Sonnen- 
7ärme genüge. B. 

1, Gylden. üeber eine allgemeine Refractionsformel. 

Bull, de St. Pet. XIL 474-480. ' • 

Herr Gyld6n geht von der Voraussetzung aus, dass die mitt- 
ere Temperaturabnahme eine innerhalb der atmosphärischen 
Irenze synectische Function der Höhe der Luftschicht über der 
Erdoberfläche sei. Er setzt daher 

NO s das Verhältniss der Höhe der Luftschicht über der Erd- 
)berfläche zu ihrer Entfernung vom Erdmittelpunkt^ m den Aus- 
lehnungscoefficienten der Luft und t, t^ die Temperaturen in der 

Fortschr. d. Math. I. 3. 28 
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Schicht und an der Oberfläche bezeichnen. Die Coeffieienten ß 
müssen durch Beobachtung bestimmt werden. /?, ist genügend 
bekannt, etwa 120, ß^ u. s. f. dagegen noch ganz unbekannt, nur 
scheint ß^ in der Nähe der Grenzen und ^ß\ (negativ oder 
verschwindend wahrscheinlich nicht) zu liegen. Der Verfasser 
setzt es gleich \ß]. Dem Verhältniss der Dichtigkeit einer der 
Höhe X entsprechenden Luftschicht zu der an der Oberfläche 
liegenden kann die Form 

gegeben werden. Dabei finden folgende Relationen statt: 

3, = i(-|. -/?, )(/«:- Ä)«'+|/9,/9,«'-/93ft»', u. 8. f. 

a ist der Erdradius, / die barometrische Constante, (o endlich er- 
giebt sich aus der Gleichung s = (»ix für den Werth, den s an der 
obersten Luftschicht annimmt, wo die Dichtigkeit verschwindend 

ist. Da durch die Einführung dieser Form für — die Gleiciung: 

Po 

unintegrirbar wird, zerlegt H. Gyld6n dieselbe in 

WO 

M, = es^^y M, = g.x'e-s^'', M, = (:9,x'—iglx')e-s^^, u. s. f. 
Dadurch werden dann die Integrale nur noch von g^ abhängig. 

0. 

A. Erman. Ueber. den permanenten oder mittleren Zu- 
stand der Erdatmosphäre, Astr. Nachr. LXX. 368. 

Ist die Temperatur für alle Punkte der Gashülle eines roti- 
renden Planeten dieselbe, so befindet sich die Gashülle gegen 
den festen Kern in relativer Ruhe, während der Druck für alle 
Punkte einer Niveaufläche constant bleibt. (Laplace, M6c. c6l. 
L. III.) Darauf hin ist vielfach behauptet worden, dass die Be- 
wegungen in der Erdatmosphäre nur aus periodischen oder zu- 
fälligen Schwankungen um den mittleren oder Ruhezustand be- 
stünden, und dass der mittlere Barometerstand multiplicirt mit 
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der Schwerkraft und reducirt auf das Meeresniveau für alle Punkte 
der Erde derselbe wäre. Diese Behauptungen werden durch die 
Beobachtung widerlegt, indem die von Laplace vorausgesetzte 
Constanz der Temperatur in Wirklichkeit nicht zutrifft. 

Vielmehr, sagt Herr Erman, befindet sich unsere Atmosphäre 
wegen der Verschiedenheit der mittleren Jahrestemperaturen (nach 
Ausgleichung der periodischen und zufälligen Schwankungen) in 
einer beständigen Strömung, deren Richtung und Geschwindig- 
keit nur vom Orte, aber nicht von der Zeit abhängt, ferner ist 
der mittlere Luftdruck für Punkte einer Niveaufläche ebenfalls 
eine Function des Ortes, welche die Zeit nicht enthält. 

Um zu prüfen, wie weit hiermit die Beobachtungen im Ein- 
klang stehen, schlägt Herr Erman Folgendes vor. Es sei V das 
von der Anziehung der Erde und der Centrifugalkraft herrüh- 
rende Kräftepotential, q) das Geschwindigkeitspotential, dann 
lassen sich die bekannten hydrodynamischen Grundgleichungen, 
da die Zeit ganz aus dem Problem herausgeht, in folgender Form 
darstellen : 

__ ölogp d(p d\ogQ dcp d\ogQ dcp ö'y d'^(p d^q> 

wo F bekannt ist, sobald man die Vertheilung der mittleren 
Jahrestemperaturen kennt. Eliminirt man q und p, so erhält man 
zur Bestimmung von cjp eine partielle Differentialgleichung, welche 
man nach Einführung von Polarcoordinaten und Entwickelung von 
Vy F, und (jp nach Kugelfunctionen durch die Methode der un- 
bestimmten Goefficienten integriren kann. Aus q> findet man dann 
leicht p und q und kann dann Rechnung und Beobachtung un- 
mittelbar mit einander vergleichen. B. 

J. Finger, Studien aus der Physik. Pr. d. R. Ellbogen. 

Der zweite Theil dieser Arbeit enthält eine hübsche elemen- 
tare Ableitung der Formel für barometrische Höhenmessungen 
mit einer Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers. 0. 
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Anhang. 

Tafeln etc. 

A, F. D. Wackerbarth. Femställiga Logarithm-Ti 
beller. üpsala. 

Grewöhnliche Logarithmen bis 11000, natürliche bis lOOM 
trigonometrische und andere Tabellen. E 

Defekt. Tafeln zur Berechnung rechtwinkliger Co«^ 

dinaten. Berlin, Springer. 

Die Tafeln geben den Werth der Prodncte asina und af» 
für a = 10, 20, 30, . . . 90 und flir jede volle Minute von a,n 
aus der Länge einer Linie und ihrem Azimuth unmittelbar i 
rechtwinkligen Coordinaten des einen Endpunkts in Bezog«' 
den anderen zu finden. B. 

BoERscH. Anleitung zur Berechnung der rechtwinklig» 
sphärischen Coordinaten der Dreieckspunkte, soüi 
der Dreiecksseiten und ihrer Richtungen aus den f 
gebenen geographischen Längen und Breiten If 
Dreieckspunkte mit besonderer Berücksichtigung I* 
trigonometrischen Landesaufnahme des vormalij» 
Kurfürstenthums Hefesen als Grundlage für Gemtf* 
kungs-, Forst- und dergl, Vermessungen. Ca«4 

Württenberger. 

E. Rohr. Tafeln zur Berechnung relativer Hohen. ^ 

JoBt nnd Bejnert. 
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